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Введение

Целью освоения дисциплины является обеспечение теоретической подготовки специалистов в области менеджмента.
Общие компетенции студентов, формируемые в результате обучения:
ОПК-10: способностью решать стандартные задачи проффессиональной деятельности на основе информационной и библиографической культуры с применением информационно-коммуникационных технологий и с учетом основных требований информационной безопасности. В результате освоения дисциплины студент должен:
Знать: основные понятия и инструменты алгебры и геометрии, математического анализа, теории вероятностей, математической статистики и основные математические модели принятия решений.
Уметь: решать типовые математические задачи, используемые при принятии управленческих решений; использовать математический язык и математическую символику при построении организационно-управленческих моделей; обрабатывать эмпирические и экспериментальные данные.
Владеть математическими, статистическими и количественными методами решения типовых организационно-управленческих задач.
Знания и навыки, приобретенные студентами при изучении дисциплины «Математика» затем используются при изучении таких дисциплин как: статистика, методы принятия управленческих решений. Методические указания содержат краткие теоретические сведения, задания к 5 контрольным работам в 30 вариантах и примеры их решения. Студенты выполняют по две контрольных работы в 1 и 2 семестрах, и одну-в третьем.
Правила выполнения и оформления контрольных работ

При выполнении контрольных работ необходимо строго придерживаться указанных ниже правил. 

1. Каждая контрольная работа должна быть выполнена в отдельной тетради в клетку чернилами любого цвета, кроме красного. Необходимо оставлять поля для замечаний рецензента.

2. В работу должны быть включены все задачи, указанные в задании строго по положенному варианту. Контрольные работы, содержащие не все задания, а также задания не своего варианта, не допускаются к собеседованию..

3. Номер варианта определяется остатком от деления на 30 числа, составленного из двух последних цифр шифра студента (номера зачетной книжки). 

4. Решения задач надо располагать в порядке номеров, указанных в заданиях, сохраняя номера задач.

5. Перед решением каждой задачи надо полностью выписать ее условие.

6. Решения задач следует излагать подробно и аккуратно, объясняя и мотивируя все действия по ходу решения и делая необходимые чертежи.

7. После получения прорецензированной работы студент должен исправить все отмеченные рецензентом ошибки и недочеты и выполнить все рекомендации рецензента. Работа над замечаниями (ошибками) приводится в конце контрольной работы, после рецензии.

8. В случае, если работа не будет допущена к собеседованию и отсутствия прямого указания рецензента на то, что студент может ограничиться представлением исправленных решений отдельных задач, вся работа должна быть выполнена заново.

Краткие теоретические сведения для выполнения контрольной работы №1 

"Линейная алгебра, Аналитическая геометрия."

Матрицы и операции над ними.

Определение. Матрицей называется множество чисел, которое составляет прямоугольную таблицу, состоящее из m строк и n столбцов 
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коротко матрицу обозначают так:
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где  
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элементы данной матрицы, I – номер строки, j – номер столбца.

Если в матрице число строк равно числу столбцов (m = n), то матрица называется квадратной n-го порядка, а в противном случае – прямоугольной.

Если m=1 и n >1, то получаем однострочную матрицу 


[image: image4.wmf](

)

12

,,...,,

n

aaa


которая называется вектор-строкой, если, же m>1 и n=1, то получаем одностолбцовую матрицу
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которая называется вектор-столбцом.

Две матрицы 
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  равны, если равны между собой элементы, стоящие на одинаковых местах, то есть если 
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при всех i и j (при этом число строк (столбцов) матриц A и B должно быть одинаковым).

1(. Суммой двух матриц A=(aij) и B=(bij) с одинаковым количеством m строк и n столбцов называется матрица C=(cij), элементы которой определяются равенством 
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Сумму матриц обозначают C=A+B.

Пример.
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20. Произведением матрицы  A=(aij)  на число λ  называется   матрица, у которой каждый  элемент равен произведению соответствующего элемента матрицы  A  на число  λ:

λA=λ(aij)=(λaij),          (i =1,2…,m ;   j=1,2…,n ).

Пример.
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30.  Произведением матрицы A=(aij), имеющей  m строк  и  k  столбцов, на матрицу B=(bij), имеющей  k строк и  n  столбцов, называется матрица C=(cij), имеющая  m строк  и  n  столбцов, у которой элемент cij равен сумме произведений элементов i-ой строки  матрицы  A  и  j-го столбца матрицы  B, то есть
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При этом число столбцов матрицы A должно быть равно числу строк матрицы B. В противном случае произведение не определено. Произведение матриц обозначается  A*B=C.
Пример.
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Для произведения матриц не выполняется равенство между матрицами A*B и  B* A, в общем случае одна из них может быть не определена.

Умножение квадратной матрицы любого порядка на соответствующую единичную матрицу не меняет матрицу.

Пример. Пусть 
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, тогда согласно правилу умножения матриц имеем 
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 EMBED Equation.3 [image: image19.wmf]÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

22

21

12

11

a

a

a

a

 
[image: image20.wmf]÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

1

0

0

1

=
[image: image21.wmf]÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

22

21

12

11

a

a

a

a


и


[image: image22.wmf]÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

=

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

=

22

21

12

11

22

21

12

11

1

0

0

1

*

a

a

a

a

a

a

a

a

A

E

,

откуда заключаем, что
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Определители и их свойства.

Пусть дана квадратная матрица третьего порядка:
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(1)

Определение. Определителем третьего порядка, соответствующим матрице (1), называется число, обозначаемое символом 
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и определяемое равенством 
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Чтобы запомнить, какие произведения в правой части равенства (2) берутся со знаком «+», а какие со знаком «-«, полезно использовать следующее правило треугольников.
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Пример.
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Сформулируем основные свойства для определителей третьего порядка, хотя они присущи определителям любого порядка. 

1(. Величина определителя не изменится, если его строки и столбцы поменять местами, т. Е.
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2(. Перестановка двух столбцов или двух строк определителя равносильна умножению его на -1.
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3(. Если определитель имеет два одинаковых столбца или две одинаковые строки, то он равен нулю. 

4(. Умножение всех элементов одного столбца или одной строки определителя на любое число λ равносильно умножению определителя на это число λ.
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5(. Если все элементы некоторого столбца или некоторой строки определителя равны нулю, то и сам определитель равен нулю.

6(. Если элементы двух столбцов или двух строк определителя пропорциональны, то определитель равен нулю.

7(. Если каждый элемент n-го столбца (n-ой строки) определителя представляет собой сумму двух слагаемых, то определитель может быть представлен в виде суммы двух определителей, из которых один в n-ом столбце (n-ой строке) содержит первые из упомянутых слагаемых, а другой – вторые; элементы, стоящие на остальных местах, у всех трех определителей одни и те же.

Например,
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80. Если к элементам некоторого столбца (строки) определителя прибавить соответствующие элементы другого столбца (строки), умноженные на любой общий множитель (, то величена определителя не изменится.


Например,
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Минором некоторого элемента определителя называется определитель, получаемый из данного определителя вычеркиванием строки и столбца, на пересечении которых расположен этот элемент.

Например, минором элемента а1 определителя Δ является определитель 2-го порядка
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Алгебраическим дополнением некоторого элемента определителя называется минор этого элемента, умноженный на (-1)p, где р- сумма номеров строки и столбца, на пересечении которых расположен этот элемент.

Если, например, элемент а2 находятся на пересечении 1-го столбца и 2-ой строки, то для него р=1+2=3 и алгебраическим  дополнением является 
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90. Определитель равен сумме произведений элементов какого–либо столбца или строки на их алгебраические дополнения.

100. Сумма произведений элементов какого–либо столбца  или какой–либо строки определителя на алгебраические дополнения соответствующих элементов другого столбца или другой строки равны нулю.

Как было сказано выше, вернемся к понятию обратной матрицы. Обратная матрица существует не у всякой квадратной матрицы, а лишь у так называемых невырожденных матриц, то есть таких определитель которых отличен от нуля. Для невырожденной квадратной матрицы 
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третьего порядка обратная матрица А-1 может быть вычислена по следующей формуле
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здесь Δ – определитель матрицы А, Aij – алгебраические дополнения элементов  aij  матрицы А.
Системы линейных алгебраических уравнений.

Рассмотрим применение матриц и определителей для исследования и решения системы трех уравнений первой степени с тремя неизвестными x, y, z .
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Коэффициенты а1, а2, а3, b1, b2 , b3, c1, c2 c3 и свободные члены h1, h2, h3  считаются заданными.

Тройка чисел x0, y0, z0 называется решением системы (1), если в результате подстановки этих чисел вместо x, y, z все три уравнения (1) обращаются в тождества.

Основную роль играют следующие четыре определителя:
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Определитель   (   называется определителем системы (1). Определители  (x, (y, (z получаются из определителя ( заменой свободными членами элементов соответственно первого, второго и третьего столбцов.

Возможны следующие случаи.

Случай 1 (((0). В этом случае существует единственное решение системы, и оно может быть найдено по следующим формулам, которые называются формулами Крамера.
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Случай 2 ((((). В этом случае решение системы может не существовать или система может иметь бесконечное число решений. Например, система
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\не имеет решения, а система
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имеет бесконечное число решений.

Также на лекции будут разобраны другие методы решения систем линейных уравнений, а именно методы Гаусса и обратной матрицы.
Векторы. Линейные операции над векторами. 

Вектор. Длина вектора. Вектором называется направленный отрезок. Вектор характеризуется двумя величинами: длиной и направлением. Также вектор можно задать указав его начало и конец. Векторы обозначают следующим образом: AB,(a . 

Вектор начало и конец, которого совпадают, называется нулевым. Векторы (а и (в  называются коллинеарным, если они лежат на одной прямой или на параллельных прямых. 

Векторы (а и 
[image: image53.wmf]b

называются равными, если они коллинеарны, одинаково направлены и их длины равны.


Если вектор задан началом А(х1,у1) и концом В(х2;у2), то координаты вектора АВ можно определить так АВ
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Длина вектора АВ определяется как расстояние между двумя точками:
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Пусть задана ось И и некоторый вектор АВ. Проекцией вектора АВ на ось И называется величина А(В(на оси И. Проекция вектора АВ на ось И равна длине вектора АВ, умноженной на косинус угла между вектором АВ и осью И, т.е.

При  
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Направляющими косинусами вектора (а
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 называются косинусы углов между вектором (а и осями координат. Направляющие косинусы вектора (а
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можно определить по формулам
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Векторы можно складывать, вычитать и умножать на число.

Определение 1. Суммой   
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 называется вектор, который идет из начала вектора  
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Определение 2. Разностью 
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 и 
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 называется вектор, который в сумме с вектором 
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Определение 3. Произведением  
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  называется вектор, который коллинеарен вектору 
[image: image73.wmf]a

, имеет длину, равную  
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 и направление такое же, как и вектор 
[image: image75.wmf]a

, если 
[image: image76.wmf]l

>0 и противоположное, если  
[image: image77.wmf]l

<0.

Пусть даны векторы 
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. Тогда сумма векторов в координатной форме записывается       
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Нелиейные операции над векторами. Метод координат
Скалярным произведением двух векторов  
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называется число, определяемое равенством 
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Свойства  скалярного произведения векторов:
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Векторным произведением  
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векторами 
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И который направлен перпендикулярно
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так называемую правую тройку. 
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Рис. 1

Вектор 
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Геометрически   
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  равна площади параллелограмма, построенного на векторах  
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Смешанное произведение 
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 есть число, определяемое формулой:
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Модуль 
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 смешанного произведения равен объёму параллелепипеда, построенного на векторах 
[image: image119.wmf].

,

,

c

b

a


Метод координат. 

Аналитическая геометрия изучает геометрические образы алгебраическими методами. Аппаратом аналитической геометрии является метод координат, разработанный Декартом в XVII веке. В основе метода координат лежит понятие системы координат.

Две взаимно перпендикулярные оси Ох и Оу, имеющие общее начало О и одинаковую масштабную единицу, образуют прямоугольную систему координат. Ось Ох называется осью абсцисс, ось Оу – осью ординат.

В прямоугольной системе координат Оху точку М, имеющую координаты х и у, обозначают М(х; у), где х – абсцисса точки, а у – её ордината.

Пусть в прямоугольной системе координат заданы точки М1(х1, у1) и М2(х2;у2). Расстояние между ними определяется по формуле:


[image: image120.wmf](

)

(

)

2

1

2

2

1

2

y

y

x

x

d

-

-

-

=

                         (1)
Три точки плоскости, не лежащие  на одной прямой образуют треугольник. 

Теорема. Для любых трех точек А(х1;у1),В(х2;у2) и С(х3;у3), не лежащих на одной прямой, площадь S треугольника АВС вычисляется по формуле 
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Пусть на плоскости дан произвольный отрезок М1М2 и пусть М – любая точка этого отрезка, отличная от точки М2 .
Координаты точки М(х;у) делящей отрезок между точками М1(х1;у1) и М2(х2;у2) в заданном отношении λ, определяются по формулам:
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При λ=1 получаем формулы для координат середины отрезка:
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Прямая на плоскости.

Важнейшим понятием аналитической геометрии является уравнение линии.

Определение. Уравнение F(x, y)=0 называется уравнением линии L (в заданной системе координат), если этому уравнению удовлетворяют координаты х и у любой точки, лежащей на линии L, и не удовлетворяют координаты никакой точки, не лежащей на этой линии. 

 Любая прямая на плоскости задается уравнением первой степени относительно переменных х и  у.
Прямую можно задать одним из следующих уравнений:

1. Уравнение прямой с угловым коэффициентом k (k – тангенс угла наклона прямой к положительному направлению оси Ox)

у=kх+b                            (1)

2. Уравнение прямой с заданным угловым коэффициентом, проходящей через данную точку 
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[image: image125.wmf]2
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3. Уравнение прямой, проходящей  через две  данные точки 
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[image: image127.wmf])

3

(

.

1

2

1

1

2

1

y

y

y

y

x

x

x

x

-

-

=

-

-


4. Уравнение прямой в «отрезках»
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здесь a и b –отрезки, которые отсекает прямая на осях Ох и Оу соответственно.

5. Нормальное уравнение прямой
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здесь р – длина перпендикулярна, опущенного из начала координат на прямую, a 
[image: image130.wmf]j

-угол  образованный этим перпендикуляром с положительным направлением оси Ох.

6. Уравнение прямой проходящей через точку 
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, в данном направлении 
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7. Общее уравнение прямой 

Ax=By+С=0.                    (7)

Здесь A, B и C постоянные коэффициенты, причем 
[image: image134.wmf].
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Если какой-то коэффициент равен 0, то получаем неполные уравнения прямой.

А) Если  А=0, тогда By+C=0 это уравнение определяет прямую, параллельную оси Ох.

б) Если В=0, то  уравнение Ax+C=0  определяет прямую, параллельную оси Оу.
в) Если С=0, то уравнение Ax+By=0  задает прямую, проходящую через начало координат.

Г) Если  А=С=0, то уравнение By=0  определяет прямую совпадающую с осью Ох.
Д) При  В=С=0 прямая Ах=0 совпадает с осью Оу.

Прямые на плоскости могут пересекаться, быть параллельными или перпендикулярными.

Если прямые заданы уравнениями с угловым коэффициентом

y=k1x+b1   и   y=k2x+b2 ,          (8)

то острый угол между прямыми определяется по формулам
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Если же прямые заданы общими уравнениями

А1х+В1у+С1=0   и    А2х+В2у+С2=0,      (10)
то угол между ними можно найти по формулам
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              (11)
Пусть прямые заданы уравнениями (8). Прямые параллельны, если tg a=0, тогда

k2=k1                                                           (12)

условие параллельности двух прямых. Условие перпендикулярности определяет равенство                                                                 
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Если прямые заданы уравнениями (10), то условия параллельности и перпендикулярности примут вид:
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А1А2+В1В2=0.                                 (15)

Уравнение  плоскости.
Пусть заданы прямоугольная  система координат Oxyz, произвольная плоскость П, точка 
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 Уравнение 
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определяет плоскость, проходящую через точку 
[image: image142.wmf])

,

,

(

0

0

0

0

z

y

x

M

 перпендикулярно вектору 
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В уравнении (1) раскроем скобки  
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Выражение, стоящее в скобках обозначаем через Д, тогда получим  
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Уравнение (2) называется общим  уравнением плоскости. Вектор 
[image: image146.wmf]{
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 называется нормальным  вектором плоскости.

Если в общем,  уравнении плоскости  коэффициент 
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 то, разделив все члены уравнения на – Д, уравнение плоскости можно привести  к виду            
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здесь  
[image: image149.wmf];;.
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 Это уравнением плоскости в «отрезках» в нем а, b и с  соответствует абсциссе, ординате и аппликате точек пересечения плоскости с осями координат Ох, Оу, Оz. 

При любом расположении (2) плоскостей П1, П2 
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в пространстве один из углов 
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между ними равен углу между их нормальными векторами  и  
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   вычисляется по формуле  
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Если два уравнения (4) определяют одну и ту же плоскость, то их коэффициенты пропорциональны 
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Если  плоскости П1 и П2 параллельны, то коллениарны их нормальные векторы 
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Условие  (7) является условием параллельности  плоскостей. 

Если же плоскости П1 и П2 перпендикулярны, то перпендикулярны их нормальные векторы 
[image: image157.wmf]12
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. Но тогда их скалярное произведение равно 0, т.е.  
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Равенство (8) определяет  условие перпендикулярности плоскостей.
Прямая в пространстве. Взаимное расположение прямой

 и плоскости в пространстве.

Прямая в пространстве может быть задана системой уравнений двух плоскостей
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пересекающихся  по этой прямой.

Уравнения (1) называются  общими уравнениями прямой. Для решения задач уравнения (1) не всегда удобны, по этому используют специальный вид уравнения прямой.
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Пусть дана прямая L и  ненулевой вектор 
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 лежащий на данной  прямой или параллельно ей. На прямой L возьмем точку M
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 тогда уравнение этой прямой можно записать следующим образом 
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Уравнение (2) называется каноническим уравнением прямой.

От  канонических уравнений прямой, введя параметр легко можно перейти  к параметрическим уравнением:
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Пусть заданы две прямые каноническими уравнениями.
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При любом расположении этих прямых в  пространстве, один из двух углов между ними равен углу 
[image: image167.wmf]j

 между их направляющими векторами  
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 можно вычислить по формуле 
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Условие параллельности и перпендикулярности двух прямых в пространстве имеют следующий вид
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Рассмотрим теперь взаимное расположение прямой 
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 и плоскости   Ax+By+Cz+D=0.

Угол между прямой и плоскостью определяется  по формуле
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Условием  параллельности прямой и плоскости  является условие
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а условием перпендикулярности прямой и плоскости  
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Задания на контрольную работу № 1
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№№ 5.1- 5.30  Даны координаты вершин треугольника АВС. 

1. Составьте уравнения сторон треугольника.

2. Составьте систему неравенств, областью решения которой является множество  

всех точек треугольника АВС.

3. Сделайте чертеж.
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Пример решения заданий контрольной работы №1
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Задание №2

a)Решить систему линейных уравнений по формулам Крамера
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Вычислим определитель системы [image: image601.wmf]D
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Вычислим определители D1, D2, D3,  заменяя в определителе D  элементы первого, второго и третьего столбцов соответственно элементами столбца из свободных членов. 
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Таким образом,
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Итак,

х1=1,    х2=6,     х3=5.

b) Решить систему уравнений матричным методом:
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Для нахождения обратной матрицы А-1 вычисляем все алгебраические дополнения элементов матрицы А:
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 Составляем обратную матрицу (1.4):
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Тогда

[image: image625.wmf](
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Таким образом,  х1=1,  х2=6,  х3=5.

Задание №3

Решить систему методом Жордана-Гаусса. Найти общее, частное и базисное решение системы. 
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Составляем расширенную матрицу системы и проводя элементарные преобразования над строками матрицы исключаем переменные в соответствующих этой матрице системах линейных уравнений. В результате преобразований исходная матрица сводится к трапецеидальному виду. Преобразуем расширенную матрицу системы:
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Поясним сделанные преобразования:

1. Первую строку умножим последовательно на (- 2), (-3), (-4) и прибавим ко второй, третьей и четвертой строкам соответственно.

2. Вторую строку умножаем на (-1), (-2) и прибавим к третьей и четвертой строке соответственно.

3. Поменяем местами вторую и четвертую строчку.

4. Вторую строку умножаем на 2 и на (-3) и прибавим к первой и третьей строке соответственно. Удаляем четвертую – нулевую строку.

5. Третью строку умножаем на на (-1) и на (-3) и прибавляем ко второй и первой строке соответственно.

Используя последнюю матрицу, эквивалентную исходной, получаем равносильную систему уравнений следующего вида:

[image: image639.wmf]х1+[image: image640.wmf]       +1,2х4  = 1    

      х2+      +0,4х4 = 3

         х3+   −1,4х4 =− 2. 

Переменные[image: image641.wmf] х1, х2, х3[image: image642.wmf]назовём базисными, переменную х4  − свободной. Полагая х4=0, непосредственно находим базисное решение: х1=1, х2=3, х3=−2.При х4=5, получим  частное решение: х3=5, х2=1, х1=−5.  При х4= t, где  t[image: image643.wmf]( R, получим общее решение системы:

х1=1-1,2 t
х2=3-0,4 t
х3=-2+1,4 t.

Задание №4

Даны координаты вершин пирамиды 
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Найти:

1) длину ребра А1А2;

2)   угол между ребрами А1А2 и А1А4;

3)   уравнения прямой  А1А2;
4)   уравнение плоскости А1А2А3;

1) Найдем координаты вектора [image: image645.wmf]2
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Длину вектора А1А2 найдем по формуле: 
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1

A

A

:

[image: image650.wmf].

6

2

16

)

5

1

(

)

4

2

(

)

14

2

(

4

1

k

j

i

k

j

i

A

A

-

-

-

=

-

-

+

-

+

-

-

=


[image: image651.wmf]20
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Скалярное произведение векторов [image: image652.wmf]2
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Косинус угла [image: image655.wmf]j
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3) Составим уравнения прямой А1А2, где [image: image660.wmf](
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Принимая за точки [image: image664.wmf]1
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Таким образом, [image: image669.wmf] 
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4) Составим уравнение плоскости [image: image671.wmf]3
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Пусть точка [image: image672.wmf](,,)
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Так как данные вектора компланарны, то их смешанное произведение[image: image678.wmf](
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Сократив на (26), получим уравнение [image: image680.wmf]0
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. Это и есть уравнение плоскости [image: image681.wmf]3
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Задание №5

Даны вершины треугольника [image: image682.wmf]ABC

: [image: image683.wmf])
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а) уравнения сторон треугольника;

б) систему неравенств, областью решений которой является множество точек, лежащих внутри и на границе треугольника.

Сделаем чертеж 

            
 а) Составим уравнения сторон  треугольника [image: image684.wmf]ABC

. Воспользуемся уравнением: [image: image685.wmf]1
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Так как точки [image: image686.wmf])
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и [image: image688.wmf]3
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Так как точки [image: image689.wmf])
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[image: image691.wmf]50
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 — уравнение  прямой ВС.

Аналогично найдем уравнение прямой АВ: 7х+3у+5=0

б) Рассмотрим уравнение [image: image692.wmf]7350
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. Этому уравнению удовлетворяют точки, лежащие на прямой АВ. Начало координат, т.е. точка О(0,0) лежит внутри треугольника АВС и координаты точки О(0,0) удовлетворяют неравенству [image: image693.wmf]0
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. Поэтому и координаты всех точек, лежащих с той же стороны от прямой АВ, что и точка О, будут удовлетворять неравенству  [image: image695.wmf]0
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Уравнению [image: image696.wmf]3
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 удовлетворяют точки, лежащие на прямой АС. Координаты точки О(0,0) удовлетворяют неравенству [image: image697.wmf]3
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, так как 0(3. Следовательно и все точки, лежащие с той же стороны от прямой АС, что и точка О будут удовлетворять неравенству [image: image698.wmf]3
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Уравнению [image: image699.wmf]50
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 удовлетворяют координаты точек, лежащих на прямой ВС. Координаты точки О(0,0) удовлетворяют неравенству [image: image700.wmf]0
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Таким образом, координаты точек, лежащих как внутри треугольника АВС, так и на его границах будут удовлетворять системе неравенств:
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Краткие теоретические сведения для выполнения контрольную работу № 2

"Дифференциальное исчисление"
Функция.

Если каждому элементу х 
[image: image704.wmf]Î

 D по определенному правилу f поставлен в соответствие единственный элемент у, то говорят, что задана функция y=f(x), где х называется независимой переменной или аргументом. Множество D называется областью определения функции, а множество значений, принимаемых функцией у, называется областью ее значений (изменения) и обозначается буквой Е. В дальнейшем будем считать множества D и Е числовыми, т. Е. будем рассматривать числовые функции (если не оговорено противное). В качестве D и Е могут быть взяты отрезок [а; b], интервал (а; b), полуинтервалы (a; b] или [а; b),отдельные точки числовой оси, а также вся числовая ось (—
[image: image705.wmf]¥

; +
[image: image706.wmf]¥

).

Основными способами задания функций являются: табличный, гра​фический, аналитический. При аналитической записи функции  y=f(x) часто не указываются области D и Е, но они естественным образом определяются из свойств функции f(x).
Если функция y=f(x) осуществляет взаимно однозначное отобра​
оля
е области D на область Е, то можно однозначно выразить х через у: х=g(у). Последняя функция называется обратной по отноше​нию к функции у=f(х). Для функции x=g(y) множество Е является областью определения, а D — областью значений. Так как g(f(х)) 
[image: image707.wmf]º

 х и f (g(у)) 
[image: image708.wmf]º

 у, то функции у=f(х) и х= g(у) – взаимно обратные. Обратную функцию х=g(у) обычно переписывают в стандартном виде: у=g(х), поменяв х и у местами. Взаимно обратными   являются   пары   функций:   у=х3 и  у=
[image: image709.wmf]3

x

,  у=2х и  у = log2 х, у=sinх и у=arcsin x, для которых области определения соответственно следующие: х
[image: image710.wmf]Î
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) и х
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 (—
[image: image714.wmf]¥

;+ 
[image: image715.wmf]¥

),  х
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) и  х 
[image: image719.wmf]Î

 (0; +
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), х
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)  и х
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Если функция u=
[image: image725.wmf]j

(x) определена на области D, G — ее область значений, функция у=f(u) определена на области G, то функция у=f(
[image: image726.wmf]j

(х))=F(х) называется сложной функцией, составленной из функций f и 
[image: image727.wmf]j

, или функцией f от функции 
[image: image728.wmf]j

.

Функцию у=f(
[image: image729.wmf]j

(х)) называют композицией двух функций у=f(u) и u=
[image: image730.wmf]j

 (x). Сложная фуниция может быть композицией большего числа функций: трех, четырех и т. Д.
Функции вида у=f(х) называются явными. Уравнение вида F(х, у)=0 также задает, вообще говоря, функциональную зависи​мость между х и у. В этом случае по определению у является неявной функцией х. Например, уравнение у3+х3=8 определяет у как неявную функцию от х.
Графиком функции у=f(х) называется множество точек М(х, у) плоскости Оху, координаты которых удовлетворяют функциональной зависимости у=f(х). Графики взаимно обратных функций у=f(х) и у=g(х) симметричны относительно биссектрисы х=у.
Предел функции. Основные теоремы о пределах
Число А называется пределом числовой последовательности {хn}, если для любого 
[image: image731.wmf]e

>0 существует номер N=N(
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)>0, такой, что для всех п>N выполняется неравенство |хп—A|<
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. Если А – предел последовательности {хn}, то это записывается следующим образом
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Последовательность, имеющая предел, называется сходящейся, в противном случае – расходящейся.
Пусть функция у=f(х) определена в некоторой окрестности точки х0. Тогда число А называется пределом функции у=f(х) при х
[image: image735.wmf]®

х0 (в точке х=х0), если для любого 
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>0 существует 
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)>0, такое, что при 0 <|х—х0|<
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 справедливо неравенство |f(х)-А|<
[image: image741.wmf]e

.

Если А – предел функции f(х) при х
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х0, то записывают это так
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В самой точке х0 функция f(х) может и не существовать (f(х0) не опре​делено). Аналогично запись 
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 обозначает, что для любого 
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>0 существует N=N(
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)>0, такое, что при |х|>N выполняется неравенство |f(х)-А|<
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.
Если существует предел вида 
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, который обозначают также 
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 или f(х0-0), то он называется пределом слева функции f(х) в точке x0. Аналогично если существует предел вида 
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 или f(x0+0)), то он называется пределом справа функции f(х) в точке x0. Пределы слева и справа называются односто​ронними. Для существования предела функции f(х) в точке x0 необходимо и достаточно, чтобы оба односторонних предела в точке x0 существовали и были равны, то есть f(x0-0)=f(x0+0).

Справедливы следующие основные теоремы о пределах.
Теорема 1. Пусть существуют 
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Теорема 2. Пусть существуют 
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Эти утверждения сохраняются и при х0 =
[image: image757.wmf]¥
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Если условия этих теорем не выполняются, то могут возникнуть неопределенности вида 
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 и др., которые в простейших случаях раскрываются с помощью алгебраических преобразований.

Замечательные пределы. Сравнение бесконечно малых функций.
Широко используются следующие два предела
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которые называются соответственно первым и вторым замечательными пределами.

Если 
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 называется бесконечно малой функцией или величиной при х
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Для сравнения двух бесконечно малых функций 
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Если С
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 называются бесконечно малыми величинами одного и того же порядка; если С=0, то 
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Если 
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Если 
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Например, при х
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Легко доказать, что предел отношения бесконечно малых функций 
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 равен пределу отношения эквивалентных им бесконечно малых функций 
[image: image807.wmf])

(

*

x

a

и 
[image: image808.wmf])

(

*

x

b

 при х
[image: image809.wmf]0

x

®

, т.е. верны предельные равенства


[image: image810.wmf]'

'

00

()()

limlim.

()

()

xxxx

xx

x

x

aa

b

b

®®

=


Непрерывность функции. Классификация 

точек разрыва функции.

Функция у=f(х) называется непрерывной при х=x0 (в точке x0), если:

1) функция f(х) определена в точке x0 и ее окрестности;

2) существует конечный предел функции f(х) в точке x0;

3) этот предел равен значению функции в точке x0  , то есть
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Если положить х=x0+
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, то условие непрерывности (2) будет равносильно условию
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т. Е. функция у=f(х) непрерывна в точке x0 тогда и только тогда, когда бесконечно малому приращению аргумента 
[image: image814.wmf]x
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 соответствует бесконечно малое приращение функции 
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Функция, непрерывная во всех точках некоторой области, называется непрерывной в этой области.

Точка x0, в которой нарушено хотя бы одно из трех условий непре​рывности функции, называется точкой разрыва функции. Если в точке x0 существуют конечные пределы f(x0-0) и f(x0 +0), такие, что f(x0-0)
[image: image816.wmf]¹

f(x0+0), то x0 называется точкой разрыва первого рода. Если хотя бы один из пределов f(x0-0) и f(x0+0) не существует или равен бесконечности, то точку x0 называют точкой разрыва второго рода. Если f(x0-0)=f(x0 +0) и функция f(х) не определена в точке x0, то точку x0 называют устранимой точкой разрыва функции. 
Производная. Правила и формулы дифференцирования.
Напомним, что приращением функции у=f(х) называется разность 
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 - приращение аргумента х.

Из рисунка видно, что 
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Предел отношения приращения функции 
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к приращению аргумента 
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 к нулю называется производной функции у=f(х) в точке х и обозначается одним из следующих символов: у', f'(х), 
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Рис. 1.

Таким образом, по определению 
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Если указанный в формуле (2) предел существует, то функцию f(х) называют дифференцируемой в точке х, а операцию нахождения производной у' – дифференцированием.
Из равенства (1) и определения производной, (см. формулу (2)) следует, что производная в точке х равна тангенсу угла 
[image: image826.wmf]a

 наклона касательной, проведенной в точке М(х, у), к графику функции у=f(х) (см. рис. 1).

Легко показать, что с физической точки зрения производная у'=f'(х) определяет скорость изменения функции в точке х относительно аргумента х.

Если С — постоянное число и и=и(х), v=v(x) – некоторые дифференцируемые функции, то справедливы следующие правила дифференцирования:
1) (С)'=0;

2) (х)'.=1;

3) (и
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5) (и v)'=и' v+иv';
6) 
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 8) если у=f(и) и u=
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(х), т. Е. y=f(
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(x)) – сложная функция, составленная из дифференцируемых функций, то
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 9) если для функции у=f(х) существует обратная дифференцируемая функция х=g(у) и 
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На основании определения производной и правил дифференцирования можно составить таблицу производных основных элементарных функций:
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	6) (sin u)’= соs u u’

	7) (соs u)’=-sin u u’
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Уравнение касательной к кривой у=f(х) в точке Мо(х0; f(х0))


[image: image848.wmf]'

000

()()().

yfxfxxx

-=-


Уравнениe нормали к кривой у=f(х) в точке Мо(х0; f(х0)):
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При f/(х0)=0 уравнение нормали имеет вид х=х0.
Углом между кривыми в точке их пересечения называют угол между касательными к кривым в этой точке.
Логарифмической производной функции у=f(х) называется производная от логарифма этой функции, т. Е.

(ln f(x))’=f’(x)/f(x).
Последовательное применение логарифмирования и дифференцирования функций называют логарифмическим дифференцированием. В некоторых случаях предварительное логарифмирование функции упрощает нахождение ее производной. Например, при нахождении произ​водной функции у=иv, где и=u(х), v=v(х), предварительное логарифмирование приводит к формуле
у =иv ln и v' + v и v-1  и'.
Если зависимость между переменными у и х задана в неявном виде уравнением F(х, у)=0, то для нахождения производной у'=
[image: image850.wmf]/
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 в простейших случаях достаточно продифференцировать обе части уравнения F(х, у)=0, считая у функцией от х, и из полученного уравнения, линейного относительно у', найти производную.
Исследование поведения функции и 

построение их графиков.
Одной из важнейших прикладных задач дифференциального исчисления является разработка общих приемов исследования поведения функций.
Функция у=f(х) называется возрастающей (убывающей) в неко​тором интервале, если большему значению аргумента из этого интер​вала соответствует большее (меньшее) значение функции, т. Е. при x1<x2 выполняется неравенство 

f(x1)<f(x2)    (f(x1)>f(x2)).
Перечислим признаки возрастания (убывания) функции. 
1. Если дифференцируемая функция у=f(х) на oтрезке [а; b] воз​растает (убывает), то ее производная на этом отрезке неотрицательна (неположительна), т. Е.  f'(х)
[image: image851.wmf]³

0 (f' (х) 
[image: image852.wmf]£

 0).
2. Если непрерывная на отрезке [а; b] и дифференцируемая внутри него функция имеет положительную (отрицательную) производную, то она возрастает (убывает) на этом отрезке.

Функция y=f(х) называется неубывающей (невозрастающей) в некотором интервале, если для любых  x1<x2  из этого интервала 

f(x1)
[image: image853.wmf]£

f(x2)     (f(x1)
[image: image854.wmf]³

f(x2)).
Интервалы, в которых функция не убывает или не возрастает, называются интервалами монотонности функций, Характер монотон​ности функции может изменяться только в тех точках ее области опре​деления, в которых меняется знак первой производной. Точки, в которых первая производная функции обращается в нуль или терпит разрыв, называются критическими.
Точка x1называется точкой локального максимума функции у=f(x), если для любых достаточно малых |
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|
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0 выполняется нера​венство f(x1+
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)<f(x1). Точка x2 называется точкой локального ми​нимума функции у=f(х), если для любых достаточно малых |
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0 справедливо неравенство f(x2+
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)>f(х2). Точки максимума и мини​мума называют точками экстремума функции, а максимумы и минимумы функции – ее экстремальными значениями.
Теорема 1 (необходимый признак локального экстремума). Если функция. У=f(х) имеет в точке х=х0 экстремум, то либо f'(х0)=0, либо f'(х0) не существует. 
В точках экстремума дифференцируемой функции касательная к ее графику параллельна оси Ох.
Теорема 2 (первый достаточный признак локального экстремума). Пусть функция у=f(х) непрерывна в некотором интервале, содержа​щем критическую точку х=х0 и дифференцируема во всех точках этого интервала (кроме, быть может, самой точки х0). Если f'(х) при х<х0 положительна, а при х>х0 отрицательна, то при х=х0 функ​ция у=f(х) имеет максимум. Если же  f '(х) при х<х0 отрицательна, а при х>х0 положительна, то при х=х0 данная функция имеет минимум.
Следует иметь в виду, что указанные неравенства должны выпол​няться в достаточно малoй окрестности критической точки х=х0. Схема исследования функции у=f(х) на экстремум с помощью первой произ​водной может быть записана в виде таблицы.
Теорема 3 (второй достаточный признак локального экстремума функции). Пусть функция у=f(х) дважды дифференцируема и f'(х0)=0. Тогда в точке х=х0 функция имеет локальный максимум, если f»(х0)<0, и локальный минимум, если f «( х0)>0.
В случае, когда f»(х0)=0, точка х= х0 может и не быть экстремальной..

Выпуклость графика функции. Точки перегиба

Кривая, заданная функцией y=f(х), называется выпуклой в ин​тервале (а; b), если все точки кривой лежат не выше любой ее касатель​ной в этом интервале, и вогнутой в интервале (а; b), если все ее точки лежат не ниже любой ее касательной в этом интервале.
Точка кривой М (х0, f(х0)) отделяющая выпуклую ее часть от вогну​той, называется точкой перегиба кривой. Предполагается, что в точке М существует касательная.
Теорема 4 (достаточное условие выпуклости (вогнутости) графика функции). Если во всех точках интервала (а;b) вторая производная функции у=f(x) отрицательна (положительна), т. Е. f»(х)<0 (f»(x)>0), то кривая у=f(x)  в этом интервале выпукла (вогнута).

В точке перегиба, отделяющей промежуток выпуклости от про​межутка вогнутости, вторая производная функции изменяет свой знак, поэтому в таких точках вторая производная функции или обращается в нуль, или не существует.
Теорема 5 (достаточный признак точки перегиба). Если в точке х = х0 f»(х0)=0 или f»(х0) не существует и при переходе через эту точку производная f»(х) меняет знак, то точка с абсциссой х=х0, кривой у=f(x) – точка перегиба.
Асимтоты. 
Пусть дана некоторая линия, уравнение которой имеет вид 
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. Прямая, к которым неограниченно приближается данная линия, когда ее  точка неограниченно удаляется от начала координат называется асимптотой.  

           Будем различать вертикальные асимптоты и наклонные асимптоты.

           Прямая  
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          Пример 1.  Прямая  
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Предположим кривая  
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  имеет наклонную асимптоту, уравнение которой имеет вид 
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       Определим числа  
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.  Пусть точка  М(х,у)  лежит на кривой и точка 
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(х,у)  принадлежит асимптоте (рис 8). Длина отрезка  
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  равна расстоянию от точки М  до асимптоты.
             По определению асимптоты    
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                                                                    угол наклона асимптоты к оси ОХ,
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                   Рис. 8                               

       Окончательно получим             
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Общая схема исследования функции.

       При исследовании функции обычно применяют  следующую схему исследования: 

1. Найти область определения функции.

2. Определить четность или нечетность  функции.

3. Исследовать функцию на непрерывность.

4. Определить критические точки функции и интервалы возрастания и убывания функции.

5. Определить максимум и минимум функции.

6. Определить выпуклость , вогнутость и точки перегиба.

7. Найти асимптоты кривой.

8. Построить график функции.
Понятие функции нескольких переменных,

предел и непрерывность функции многих переменных.

До сих пор мы рассматривали функции одной переменной, то есть функции, значения которых зависят от значений одной независимой переменной. При рассмотрении многих вопросов естествознания приходится иметь дело с такими зависимостями между переменными величинами, в которых числовые значения одной из них полностью определяются значениями нескольких других. Так, например, площадь прямоугольника со сторонами, длины которых равны x и y, определяется значениями двух переменных x и у, а объем прямоугольного параллелепипеда с ребрами, длины которых равны x, у, z – значениями трех переменных x, y и z. Примеров таких зависимостей можно привести сколько угодно.
Эта часть курса посвящается рассмотрению такого рода зависимостей. С этой целью вводится понятие функции нескольких переменных и развивается аппарат для исследования таких функций. Здесь мы подробно остановимся на функции двух переменных, при этом стоит заметить, что обобщение определений и результатов на функции трех и более переменных  не содержит принципиальных отличий.
Определение 1. Пусть X, Y и Z – некоторые числовые множества. Функцией двух переменных называется множество f упорядоченных троек чисел (x; у; z) таких, что x(X, у(У, z(Z и каждая Упорядоченная пара чисел (x; у) входит в одну и только одну тройку этого множества, а каждое z входит, по крайней мере, в одну тройку. При этом говорят, что упорядоченной паре чисел (x; у) поставлено в соответствие число z, и пишут z=f (x; у). Число z называется значением функции f в точке (x; у). Переменную z называют, зависимой переменной, а переменные x и у – независимыми переменными (или аргументами); множество {(x; у)} – областью определения функции, а множество z – множеством значений функции.
Функцию двух переменных обозначают следующими символами   z=z(x; у), z=f (x; у) и  так далее.
Способы задания функции двух переменных, как и в случае одной переменной, могут быть различными. В примерах мы используем, как правило, аналитический способ задания, когда функция задается с помощью формулы. Областью определения функции, в этом случае считается множество всех точек плоскости, для которых эта формула имеет смысл.

Рассмотрим понятие предела функции двух переменных, с этой целью введем понятия δ-окрестности данной точки M0(х0; y0) и сходящейся последовательности точек плоскости.
Определение  2.  Множество  {М(x;  у)}   всех  точек,  координаты x и у которых удовлетворяют неравенству (x – x0)2 + (y – y0)2< δ2, или, короче, ρ(М; М0)<δ, называется δ – окрестностью М0 (x0; y0).
Рассмотрим последовательность точек М1 (x1; y1), М2 (x2; y2), …, Мn (xn; yn), … Будем кратко обозначать эту последовательность символом {Мn}.
Определение 3. Последовательность точек {Мn} называется сходящейся к точке М0, если для любого ε>0 существует номер N0 такой, что   при   п>N0 выполняется неравенство ρ(М; М0)<δ. При этом точка М0 называется пределом последовательности {Мn} и  обозначается 
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Определение 4. Число A называется пределом функции z=f(M) точке М0, если для любой сходящейся к М0 последовательности точек Мn  последовательность значений функции f (М1), f(М2), …, f(Мn), … сходится к A.
Стоит отметить, что и как в случае функции одной переменной, для предела функции многих переменных многие свойства сохраняются.

Теорема 1. Пусть функции f (М) и  g (М) определены на одном и том же множестве  {M} и имеют в точке М0 пределы B и C. Тогда функции
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 (С≠0) имеют в точке М0 пределы, равные соответственно 
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Понятие непрерывности функции многих переменных вводится на основе понятия предела. Пусть на   некотором   множестве  {М}   определена   функция   f(М),   точка М0({М} и  любая  δ-окрестность  точки  М0 содержит точки  множества {М}.
Определение  5.   Функция  z=f(М)   называется  непрерывной в точке  М0, если предел функции в этой точке существует и равен значению функции в этой точке, т. Е.
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Точки, в которых функция не обладает свойством непрерывности, называются точками разрыва этой функции.
Частные производные и дифференцируемость 

функций нескольких переменных.
Пусть функция z=f(M) определена в некоторой окрестности точки М(x; у). Придадим переменной x в точке М произвольное приращение Δx, оставляя значение переменной y неизменным, т. Е. перейдем на плоскости от точки М (x; у) к точке M1 (x+ Δx; у). При этом Δx таково, что точка M1 лежит в указанной окрестности точки М. Тогда соответствующее приращение функции 

Δxz= f (x+ Δx; у)- f (x; у)

называется частным приращением функции по переменной x в точке М (х; у). Аналогично определяется частное приращение функции по переменной y
Δyz= f (x; у+ Δy)- f (x; у).
Определение 1. Если существует предел
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то он называется частной производной функции z=f(M) в точке М по переменной x (по переменной y) и обозначается одним из следующих символов:
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Из определения следует, что частная производная функции двух переменных по переменной x представляет собой обыкновенную производную функции одной переменной x при фиксированном значении переменной y. Поэтому частные производные вычисляются по формулам и правилам вычисления производных функции одной переменной.
Определение 2. Полным приращением функции z=f(M) в точке М(x; y), соответствующим приращениям Δx и Δy переменных x и y, называется функция

Δz= f (x+Δx; у+Δy)- f (x; у).

Определение 3. Функция z=f(M) называется дифференцируемой в точке M, если ее полное приращение в этой точке может быть представлено в виде
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где A и B – некоторые не зависящие от Δx и Δy числа, а α(Δx; Δy)и β(Δx; Δy) – бесконечно малые при Δx→0, Δy→0 функции.

Известно, что если функция одной переменной дифференцируема в некоторой точке, то она непрерывна и имеет производную в этой точке. Из существования производной функции одной переменной в данной точке следует дифференцируемость функции в этой точке. Выясним, как переносятся эти свойства на функции двух переменных.

Теорема 1. Если функция z=f(M) дифференцируема в точке M, то она непрерывна в этой точке.

Теорема 2. Если функция z=f(M) дифференцируема в точке M(x; y), то она имеет в этой точке частные производные
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Однако в отличие от функции одной переменной, существования частных производных не достаточно для дифференцируемости функции.


Теорема 3 (Достаточное условие дифференцируемости функции). Если функция z=f(M) имеет частные производные в некоторой δ-окрестности точки M и эти производные непрерывны в самой точке M, то функция дифференцируема в точке M.

Частные производные высших порядков
Далее можно определить частные производные высших порядков. Так производные от производных первого порядка называются частными производными второго порядка. Они определяются следующим образом
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Частные производные вида 
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называются смешанными частными производными. Возникает естественный вопрос о равенстве смешанных частных производных, однако это возможно при выполнении некоторых условий.

Теорема 4. Если производные 
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 существуют в некоторой δ-окрестности точки M(x; y) и непрерывны в самой точке M, то они равны между собой в этой точке, то есть имеет место равенство
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Экстремумы функции двух переменных.

Пусть функция z=f(x; y) определена в некоторой окрестности точки M0 (x0; y0).

Определение. Говорят, что функция z=f(x; y) имеет в точке M0 (x0; y0) локальный максимум (минимум), если существует такая окрестность точки M0, в которой для любой точки M (x; y) выполняется неравенство
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Точки локального максимума и локального минимума называются точками экстремума. Из определения следует, что если функция z=f(x; y) имеет экстремум в точке M0, то полное приращение Δz= f (M)- f (M0) этой функции в точке M0 удовлетворяет в некоторой окрестности этой точки одному из следующих неравенств
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в случае локального максимума
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в случае локального минимума.

И обратно, если в некоторой окрестности точки M0 выполняется одно из этих неравенств, то функция имеет экстремум в точке M0.

Теорема 1 (необходимое условие экстремума). Если функция f(x; y) имеет в точке M0 (x0; y0) локальный экстремум и имеет в точке M0 частные производные первого порядка, то в этой точке частные производные первого порядка равны нулю, то есть


[image: image911.wmf].

0

)

;

(

,

0

)

;

(

0

0

'

0

0

'

=

=

y

x

f

y

x

f

y

x


Как и в случае функции одной переменной условие равенства нулю не достаточно для наличия экстремума в данной точке.

Теорема 2 (достаточное условие экстремума). Пусть в точке M0 (x0; y0) возможного экстремума и некоторой ее окрестности функция f(x; y) имеет непрерывные частные производные второго порядка. Положим
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Тогда:

а) если Δ>0, то в точке M0 функция имеет экстремум, причем при 
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Б) если Δ<0, то в точке M0 экстремума нет.

Задания на контрольную работу № 2
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№№ 4.1-4.30. Исследуйте функцию методами дифференциального исчисления и постройте ее график.
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Примеры решения заданий контрольной работы №2

Задание №1
Найти пределы функций.
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Подстановка предельного значения аргумента х0=3 приводит к неопределенности вида [image: image1242.wmf]÷
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После преобразования числителя и знаменателя, и сокращения дроби на (х–3) (до перехода к пределу),  повторяем непосредственную подстановку предельного значения.
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При х(( получаем неопределенность [image: image1249.wmf]÷
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При вычислении пределов от тригонометрических функций обычно применяется первый замечательный предел: [image: image1252.wmf]1
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Для того, чтобы применить второй замечательный предел, воспользуемся подстановкой t=х+3. Тогда x=t–3,  2x=2t–6 и, если [image: image1256.wmf]¥
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Таким образом,
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Задание №2 Исследовать на непрерывность функцию
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Построим график этой функции .


Данная функция состоит из трех аналитических выражений, каждое из которых непрерывно в своей области. Поэтому функция может иметь разрывы только в местах перехода от одного аналитического выражения к другому, т.е. в точках х=0 и х=1.

Исследуем эти точки:
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Так как предел функции при [image: image1263.wmf]0
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 слева, равен пределу функции при [image: image1264.wmf]0
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 справа и равен значению функции при х=0, то в этой точке функция непрерывна.

б) х=1:
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Так как предел слева не равен пределу справа, то в точке х=1 функция имеет разрыв 1-го рода, со скачком [image: image1267.wmf]1
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Задание №3
Найти производные функций.

а) [image: image1268.wmf]3
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Решение:

Предварительно запишем функцию в виде, удобном для дифференцирования:
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 b) [image: image1271.wmf].
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Решение:

[image: image1272.wmf](
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c) [image: image1273.wmf].
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Решение:
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[image: image1275.wmf](
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d) [image: image1276.wmf])
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Решение:
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Задание №4
 Провести полное исследование и построить график функции [image: image1278.wmf](
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Решение:

1. Область определения функции находим из условия [image: image1279.wmf]0
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. Функция непрерывна в области определения как частное двух непрерывных элементарных функций.

Точка х= –1 есть точка разрыва 2 рода так как [image: image1281.wmf](
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, так что функция не является четной, не является нечетной. Имеем функцию общего вида. Если х=0, то у=0 и наоборот, так что кривая пересекает оси координат только в точке (0;0).

2. Находим нули функции и интервалы знакопостоянства:  [image: image1283.wmf](
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[image: image1286.png]



3.  Находим асимптоты графика функции.

а)  х= –1 – вертикальная, т.к. [image: image1287.wmf](
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Так как [image: image1288.wmf](
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, то ветви кривой y=f(x) в окрестности х= –1 направлены вниз.

b) Находим наклонные асимптоты y=kx+b.

[image: image1289.wmf](
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[image: image1290.wmf](

)

[

]

(

)

(

)

1

1

1

2

1

2

lim

1

2

2

lim

2

1

1

2

lim

lim

2

2

2

2

2

3

-

=

÷

ø

ö

ç

è

æ

+

-

-

=

+

-

-

=

ú

û

ù

ê

ë

é

-

+

=

-

±¥

®

±¥

®

±¥

®

±¥

®

x

x

x

x

x

x

x

x

kx

x

f

x

x

x

x

.
Так что график функции имеет наклонную асимптоту [image: image1291.wmf]1
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. Выясним взаимное расположение графика функции и асимптоты
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Уф – Уас = 0 при [image: image1293.wmf]3
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Уф – Уас > 0 при  Х[image: image1295.wmf]÷

ø

ö

ç

è

æ

+¥

Î

;

3

2

, график функции расположен выше асимптоты;

Уф – Уас < 0 при [image: image1296.wmf](
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4. Исследуем функцию на монотонность и экстремум с помощью производной первого порядка.

[image: image1297.wmf](
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Находим критические точки функции: у’ = 0 при х=0, х= –3; у’ – не существует при х= –1, но х= –1 не входит в область определения функции. Так что исследуемая функция имеет только 2 критические точки: х= –3, х=0. Область определения разделим критическими точками на интервалы и методом интервалов определим знак производной f ‘ (х) в каждом из них.
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В интервалах [image: image1299.wmf](
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 функция y=f(x) монотонно возрастает, так как [image: image1300.wmf]0
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; в интервале (–3; –1) функция монотонно убывает, так как y ‘ < 0 .

По первому достаточному признаку определим характер экстремума в критических точках:

х=(3 – точка максимума (y’ меняет знак с «+» на «–» при переходе через точку слева направо), [image: image1301.wmf]8
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;

В точке х=0 экстремума нет (y’ не меняет знака при переходе через точку х=0).

5. Исследуем функцию на выпуклость, вогнутость, перегиб с помощью производной второго порядка.

[image: image1302.wmf](
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Найдем критические точки второго рода: y’’=0 при х=0; y’’ не существует при х= –1, но эта точка не входит в область определения. Так что функция имеет только одну критическую точку второго рода х=0.

Область определения функции разделим на интервалы критической точкой х=0 и в каждом из них определим знак y’’ (по методу интервалов).
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В интервалах [image: image1304.wmf](
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 выпукла вверх (y’’< 0), в интервале [image: image1306.wmf](
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 кривая y=f(x) выпукла вниз  ( y’’> 0).

х=0 – точка перегиба графика функции (y’’ меняет знак при переходе через точку х=0). Так как y’(0)=0 у(0)=0, то в точке перегиба кривая касается оси ОХ.

Дополнительно находим у(–2)= –4, у(–4)=[image: image1307.wmf]9

32

-

, у(4)=[image: image1308.wmf]25

32

. С использованием полученных данных строим график данной функции .
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Задание № 5. Для функции  [image: image1310.wmf])
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          Решение:
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[image: image1316.wmf](
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[image: image1318.wmf](
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Убеждаемся, что [image: image1319.wmf]x
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Краткие теоретические сведения для выполнения контрольную работу № 3  "Интегральное исчисление"

Первообразная. Неопределенный интеграл и его свойства.

Основная задача интегрального исчисления заключается в следующем: для функции f(x) найти функцию F(x) такую, что F’(x)= f(x). Будем предполагать, что это равенство выполняется на некотором конечном или бесконечном промежутке. Искомая функция F(x) называется при этом первообразной функции f(x) на указанном промежутке. Первообразная функции определяется не единственным образом, а именно справедлива следующая теорема.

Теорема 1. Если F(x) – первообразная функции f(x) на некотором промежутке X, то любая другая первообразная для f(x) на том же промежутке может быть представлена в виде F(x)+C, где C – некоторая постоянная.

Согласно предыдущей теореме множество всех первообразных функции f(x) исчерпывается множеством функций F(x)+C, где F(x) – одна из первообразных функции f(x), а C – некоторые произвольные постоянные.

Определение. Множество всех первообразных функции f(x) называется неопределенным интегралом от этой функции и обозначается


[image: image1320.wmf]().
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При этом функция f(x) называется подынтегральной функцией, f(x)dx – подынтегральным выражением, x – переменной интегрирования.

Исходя из выше сказанного, следует что 


[image: image1321.wmf]()(),
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где F(x) – одна из первообразных функции f(x), а C – некоторая произвольная постоянная.

Восстановление функции по ее производной, или, что то же, отыскание неопределенного интеграла по данной подынтегральной функции, называется интегрированием этой функции. Интегрирование представляет собой операцию, обратную дифференцированию. Для того чтобы проверить, правильно ли выполнено интегрирование, достаточно продифференцировать результат и получить при этом подынтегральную функцию.

Непосредственно из определения неопределенного интеграла вытекают следующие его свойства.

1. Производная неопределенного интеграла равна подынтегральной функции; дифференциал от неопределенного интеграла равен подынтегральному выражению.
2. Неопределенный интеграл от дифференциала некоторой функции равен сумме этой функции и произвольной постоянной, то есть
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3. Постоянный множитель можно вынести из-под знака интеграла, то есть если k=const(0, то
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1. Неопределенный интеграл от алгебраической суммы двух функций равен алгебраической сумме интегралов от этих функций, то есть
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Таблица основных интегралов. Основные методы интегрирования.

Приведем таблицу основных интегралов. Часть формул этой таблицы непосредственно следует из определения интегрирования как операции, обратной дифференцированию, и таблицы производных. Справедливость остальных формул легко проверить дифференцированием.
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Основные методы интегрирования.

1. Непосредственное интегрирование. Вычисление интегралов с помощью непосредственного использования таблицы простейших интегралов и основных свойств неопределенных интегралов называется непосредственным интегрированием.

Пример.
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2. Метод подстановки. Во многих случаях введение новой переменной интегрирования позволяет свести нахождение данного интеграла к нахождению табличного интеграла, то есть перейти к непосредственному интегрированию. Такой метод называется методом подстановки или методом замены переменной. Он основан на следующей теореме.
Теорема 1. Пусть функция x=((t) определена и дифференцируема на некотором промежутке Т и пусть Х µ множество значений этой функции, на котором определена функция f(x). Тогда, если на множестве Х функция f(x) имеет первообразную, то на множестве Т справедлива формула
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Эта формула называется формулой замены переменных в неопределенном интеграле.

Пример.


[image: image1341.wmf]5

4

5

5

4

7

111

lnln7.

555

7

5

tx

xdxdt

tCxC

t

x

dtxdt

=+

===+=++

+

=

òò


3. Интегрирование по частям. Метод интегрирования по частям основан на применении формулы дифференцирования произведения двух функций.

Теорема 2. Пусть функции u(x) и v(x) определены и дифференцируемы на некотором промежутке Х и пусть функция u’(x)v(x) имеет первообразную на этом промежутке. Тогда на промежутке Х функция u(x)v’(x) также имеет первообразную и справедлива формула
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Эта формула называется формулой интегрирования по частям в неопределенном интеграле. В качестве функции u(x) принимается функция которая дифференцированием упрощается или трансцендентные функции    ln x, arctg x, arcsin x.

Определенный интеграл. Условия существования 

определенного интеграла. Свойства определенного интеграла.

Задача о поиске площади криволинейной трапеции приводит к понятию определенного интеграла. Криволинейная трапеция ограничена осью Ох, непрерывной функцией y=f(x), прямыми x=a и x=b, т.е. трапеция расположена над осью Ох. Разделим основание трапеции ( интервал (a,b( на n частичных интервалов (x0,x1(,(x1,x2(,…,(xn-1,xn(, где a=x0(x1(x2(…(xn-1(xn=Проведя в точках деления (a,b( прямые, параллельные оси ординат, разобьем криволинейную трапецию на n частичных трапеций. В каждом частичном интервале возьмем точки (1,(2,…,(т, так что

x0((1(x1, x1((2(x2, …, xn-1((n(xn.

Рассмотрим значения (((1(,(((2(,…,(((n) и т.д.

В результате, сложив площади всех частичных трапеций, получим площадь криволинейной трапеции
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((x(dx называется определенным интегралом, a-нижний предел интегрирования, b- верхний предел интегрирования.

Определенным интегралом называется предел, к которому стремится  интегральная сумма при стремлении к нулю длины наибольшего частичного интервала.

Теорема существования определенного интеграла. Если функция ((x) непрерывна в замкнутом интервале (a,b(, то ее n-я интегральная сумма стремится к пределу при стремлении к нулю длины наибольшего частичного интервала. Этот предел, т.е. определенный интеграл 
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((x(dx, не зависит от способа разбиения интервала интегрирования на частичные интервалы и от выбора в них промежуточных точек.

Свойства определенного интеграла.
Теорема 1 (об интеграле суммы). Интеграл от суммы конечного числа функций равен сумме интегралов от слагаемых функций:
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где u,v,…,w – функции независимой переменной x.

Теорема 2 (о вынесении постоянного множителя). Постоянный множитель подынтегральной функции можно вынести за символ интеграла:
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где u – функция аргумента x, с – константа.

Теорема 3 (о перестановке пределов). Если верхний и нижний пределы интеграла поменять местами, то интеграл изменит только знак:
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Если a=b, то
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Теорема 4 (о разбиении интервала интегрирования). Если интервал интегрирования (a,b( разбит на две части (a,c( и (c,b(, то
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 Формула Ньютона-Лейбница. 

Замена переменных и интегрирование по частям в 

определенном интеграле.

Формула Ньютона – Лейбница.

Теорема  Значение определенного интеграла равно разности значений любой первообразной от подынтегральной функции, взятых при верхнем и нижнем пределах интеграла:
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, где F((x)=f(x)

(2)
Равенство (2) называется формулой Ньютона – Лейбница.

Пример. 
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Интегрирование по частям и замена переменной в определенном интеграле.

1. Формула интегрирования по частям:
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2. Формула замены переменной (подстановки):

Пусть x=((u), тогда справедлива формула
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Если в интервале (u1, u2( функции x=((u), (((u) и ((((u)( непрерывны и ((u1)=x1, ((u2)=x2, то
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Несобственные интегралы.

Когда нами было введено понятие определенного интеграла, мы предполагали, что интервал интегрирования имеет конечную длину, а также необходимым условием интегрируемости является ограниченность функции. На этом занятии мы обобщим понятие определенного интеграла на случаи неограниченного интервала интегрируемости и на случай неограниченной функции. Такие интегралы называются несобственными интегралами. Интеграл по неограниченному промежутку интегрирования называется несобственным интегралом I рода, а интеграл от неограниченной функции – несобственным интегралом II рода.

Несобственным интегралом от функции f(x) в интервале (a((( называется предел интеграла 
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 при b((, то есть
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Если указанный предел существует, то несобственный интеграл называется  сходящимся, а если не существует, то расходящимся. 

С помощью формулы Ньютона – Лейбница получаем
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Если функция f(x) определена и непрерывна на всей числовой оси, то можно рассматривать несобственный интеграл в интервале ((((()
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Если оба интеграла в правой части сходятся, то интеграл  
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называется сходящимся.

Если первообразная F(x) известна, то 
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Если хотя бы один из этих пределов не существует, то несобственный интеграл расходится.

Пример. Интеграл 
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сходится, так как
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Интеграл 
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Для исследования на сходимость интегралов можно воспользоваться следующим признаком.    
Признак сравнения. Пусть для всех x выполнено 0(f(x)(((x). Тогда: 1) если сходится интеграл
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, то сходится и интеграл
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3. если расходится интеграл 
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Несобственные интегралы играют важную роль в различных разделах математики и ее приложениях, так, например, интеграл вида
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 называется интегралом Пуассона и играет важную роль в теории вероятности.

Приложения определенного интеграла.
В декартовой системе координат за основную фигуру, площадь которой выражается определенным интегралом, принимается криволинейная трапеция. Если y=f(x) – уравнение линии, ограничивающей трапецию, то площадь трапеции S (в предположении, что y(0) равна S=
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, где пределы интегрирования a и b(a<b) ( абсциссы начала и конца линии.

Если линия задана параметрическими уравнениями x(((t(((y=((t), то совершая подстановку в интеграле по формуле x(((t(((получим

S=
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где t1 и t2( значения, между которыми изменяется параметр t, когда точка пробегает слева направо всю линию, ограничивающую трапецию сверху.

Пусть дано тело, ограниченное замкнутой поверхностью, пусть известна площадь любого его сечения, проведенного плоскостью, перпендикулярной к некоторой прямой, например к оси абсцисс:
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При этом можно считать, что площадь такого сечения является известной нам функцией S(x), где x – абсцисса точки пересечения указанной плоскости с осью х. Далее предполагается, что все тело заключено между двумя перпендикулярными к оси х плоскостями, пересекающими ее в точках a и b (a<b). Для определения объема такого тела разобьем его на слои с помощью секущих плоскостей, перпендикулярных к оси х и пересекающих ее в точках x0=a, x2,…, xn=b. Каждый слой заменим цилиндром с той же высотой и основанием, равным S(x). Объем прямого цилиндра равен произведению площади его основания на высоту. Объем вычисляют как предел при n(( суммы объемов, образующих ступенчатое тело и получаем

V=
[image: image1384.wmf](

)

dx

x

S

b

a

ò


Если тело получено вращением криволинейной трапеции, ограниченной линией y=f(x), вокруг оси Ох, то поперечным сечением с абсциссой х служит круг, радиус которого равен соответствующей ординате линии y=f(x)

S(x)=(y2 ( Vx=
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, где y=f(x).

Получена формула объема тела, полученного вращением линии y=f(x) вокруг оси Ох. Аналогично получается формула объема тела, полученного вращением трапеции вокруг оси Оу. Там возможны две формулы:

Vy=
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Длина дуги AB кривой y=f(x) есть предел длины вписанной в нее ломаной при неограниченном увеличении числа ее сторон и при стремлении наибольшей из этих сторон к нулю:
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Линия AB задана уравнением y=f(x). Длина дуги AB вычисляется по формуле

L=
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Если dx внести под знак корня, то формулу можно переписать в виде
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№№ 3.1-3.30.  Вычислите несобственные интегралы или докажите их расходимость.
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№№ 4.1-4.30. Произвести вычисления.
4.1. Вычислите площадь фигуры, ограниченной параболой 
[image: image1604.wmf]1
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4.2. Вычислите длину дуги кривой 
[image: image1606.wmf]j
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4.3. Вычислите объем тела, образованного вращением вокруг оси Ох фигуры, ограниченной кривыми 
[image: image1607.wmf]0
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4.4. Вычислите площадь фигуры, ограниченной линией 
[image: image1608.wmf]j
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4.5. Вычислите длину дуги арки циклоиды 
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4.6. Вычислите объем тела, полученного вращением вокруг оси Ох фигуры, ограниченной параболой 
[image: image1610.wmf]2
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4.7. Вычислите длину дуги кривой 
[image: image1612.wmf]j
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4.8. Вычислите площадь фигуры, ограниченной линиями 
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4.9. Вычислите длину дуги полукубической параболы 
[image: image1615.wmf]3
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4.10. Вычислите площадь фигуры, ограниченной линией 
[image: image1618.wmf]j

r

2

cos

3

=

.

4.11. Вычислите объем тела, полученного вращением вокруг оси Ох фигуры, ограниченной линией 
[image: image1619.wmf]2
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4.12. Вычислите длину дуги полукубической параболы 
[image: image1620.wmf]3
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4.13. Вычислите площадь фигуры, ограниченной кардиоидой 
[image: image1623.wmf])
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4.14. Вычислите площадь фигуры, ограниченной линиями 
[image: image1624.wmf]2
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4.15. Вычислите площадь фигуры, ограниченной одной аркой циклоиды 
[image: image1626.wmf]p
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4.16. Вычислите объем тела, полученного вращением вокруг оси Ох фигуры, ограниченной кривыми 
[image: image1627.wmf]y
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4.17. Вычислите длину дуги кардиоиды 
[image: image1629.wmf])
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4.18. Вычислите объем тела, полученного вращением вокруг оси Ох фигуры, ограниченной параболами 
[image: image1630.wmf]x
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4.19. Вычислите площадь фигуры, ограниченной параболой 
[image: image1631.wmf]1
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4.20. Вычислите длину астроиды 
[image: image1633.wmf]p
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4.21. Вычислите площадь фигуры, ограниченной четырехлепестковой розой 
[image: image1634.wmf]j
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4.22. Вычислите длину дуги кривой 
[image: image1635.wmf]3
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4.23. Вычислите площадь фигуры, ограниченной линиями 
[image: image1637.wmf]3
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4.24. Вычислите объем тела, полученного вращением вокруг оси Оу фигуры, ограниченной кривыми 
[image: image1638.wmf]2

2

8

,

y

x

x

y

=

=

.

4.25. Вычислите площадь фигуры, ограниченной линией 
[image: image1639.wmf])
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4.26. Вычислите длину дуги кривой 
[image: image1640.wmf])

cos

1

(

2

j

r

+

=

.

4.27. Вычислите длину дуги данной линии 
[image: image1641.wmf]),
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4.28. Вычислите объем тела, полученного вращением вокруг оси Оу линии 
[image: image1643.wmf]t
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4.29. Вычислите площадь фигуры, ограниченной астроидой 
[image: image1644.wmf]t
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4.30. Вычислите площадь фигуры, ограниченной линиями 
[image: image1645.wmf]3
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Пример решения заданий контрольной работы № 3
Задание №1.

a) Вычислить интеграл: [image: image1646.wmf]dx
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 Решение: 

Преобразуем подынтегральное выражение 
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Здесь мы воспользовались свойствами неопределенного интеграла и формулами 2 и 1 таблицы интегралов. Сделаем проверку правильности интегрирования. Найдем [image: image1649.wmf]I
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что совпадает с преобразованным подынтегральным выражением.

b) Вычислить интеграл: [image: image1651.wmf]ò
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Решение:
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Проверка: [image: image1653.wmf]x
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что совпадает с подынтегральным выражением.

c) Вычислить: [image: image1654.wmf]ò
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Решение:

Все необходимые вычисления будем проводить одновременно с применением формулы [image: image1655.wmf]ò
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d) Вычислить интеграл: [image: image1657.wmf]ò
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Решение:

Разложим подынтегральную дробь на простейшие дроби:
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Следовательно х + 15 ( (А + В)х2 + (С – 3В)х + 9А – 3С. 

Сравним коэффициенты при одинаковых степенях х в левой и правой частях:
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Итак:
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Решение:
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Задание 2. Вычислить определенный интеграл 
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Решение. 
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При вычислении этого интеграла были применены формулы
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Задание 3 Вычислить несобственный интеграл 
[image: image1668.wmf](
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 или доказать его расходимость 

Решение. 
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Таким образом, несобственный интеграл равен 
[image: image1670.wmf]1
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, т. е. он сходится.

Задание 4   Найти площадь фигуры, ограниченной линиями 
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Решение. Первое уравнение определяет на плоскости прямую линию, второе – гиперболу (рис. 2). 
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рис. 2

Найдем их точки пересечения 
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Краткие теоретические сведения для выполнения контрольной работы № 4
"Дифференциальные уравнения, Числовые ряды"
Дифференциальные уравнения I порядка.
Понятие о дифференциальном уравнении.

.Дифференциальным называют такое уравнение, в котором неизвестной является функция одной или нескольких переменных, причем в уравнение входит не только сама функция, но и ее производные.

Если неизвестная функция является функцией одной независимой переменной, то уравнение называется обыкновенным дифференциальным, если же – функцией нескольких переменных, то – дифференциальным уравнением в частных производных.

Порядок наивысшей производной (или дифференциала), входящей в дифференциальное уравнение, называется порядком уравнения.

В общем виде обыкновенное дифференциальное уравнение 
[image: image1676.wmf]n

 -го порядка можно записать так:
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Например, 
[image: image1678.wmf]x
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 есть дифференциальное уравнение второго порядка.

Любая функция, удовлетворяющая дифференциальному уравнению, называется решением или интегралом этого уравнения.

Решение дифференциального уравнения (если оно существует), в котором число произвольных постоянных равно порядку уравнения, называется общим решением данного дифференциального уравнения.

Общее решение обыкновенного дифференциального уравнения 
[image: image1679.wmf]n

 -го порядка записывается так:
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Решения дифференциального уравнения при определенных значениях произвольных постоянных называется частным решением. Условия, которым должно удовлетворять искомое частное решение данного дифференциального уравнения, называются начальными условиями. Задача отыскания конкретного частного решения данного дифференциального уравнения по начальным данным называется задачей Коши.

Так как каждое частное решение данного дифференциального уравнения есть некоторая функция одной переменной, то в прямоугольной системе координат на плоскости этому решению соответствует некоторая линия. Она называется интегральной кривой данного дифференциального уравнения. Общему же решению дифференциального уравнения соответствует множество всех интегральных кривых этого уравнения, которое называется семейством интегральных кривых дифференциального уравнения.

Дифференциальные уравнения первого порядка. Виды уравнений

Дифференциальным уравнением первого порядка называется уравнение вида: 
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Дифференциальные уравнения первого порядка иногда удобно записывать и в виде:
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Дифференциальные уравнения с разделяющимися переменными. Однородные уравнения.

Если функции 
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называется уравнением с разделяющимися переменными.

Предположив, что 
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которое интегрируется:
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Вычисление полученных интегралов и дает общее решение уравнения с разделяющимися переменными.

Функция 
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Если 
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Дифференциальное уравнение первого порядка 
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 Действительно, переписав его в виде: 
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Так как однородное дифференциальное уравнение первого порядка всегда можно записать в виде 
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Данное уравнение решается с помощью замены 
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 и сводится к уравнению с разделяющимися переменными относительно х и новой функции 
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. Разделив переменные и выполнив почленное интегрирование, находят общее решение однородного дифференциального уравнения первого порядка.

Линейные дифференциальные уравнения первого порядка. Уравнение Бернулли.

Дифференциальное уравнение первого порядка:
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называется линейным, если оно линейно относительно неизвестной функции у и ее производной 
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Линейное дифференциальное уравнение первого порядка называется однородным, если 
[image: image1720.wmf]0
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Линейное дифференциальное уравнение можно проинтегрировать методом Бернулли, суть которого заключается в следующем. Представим искомую функцию 
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 в виде произведения двух неизвестных функций 
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 Подставив выражения для у и у’ в линейное дифференциальное уравнение, получим:
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которое преобразуем к виду:
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Так как 
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, то интегрирование данного вида уравнения сводится к интегрированию двух уравнений с разделяющимися переменными:
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Найдя общее решение 
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)

1

,

C

x

u

u

=

 из первого уравнения, а затем и 
[image: image1732.wmf](

)

2

,

C

x

u

u

=

 из второго уравнения, придем к общему решению линейного уравнения: 
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Дифференциальное уравнение
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, называется уравнением Бернулли.

Путем введения новой функции 
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, уравнение Бернулли сводится к линейному уравнению относительно этой функции:
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Уравнение Бернулли, как и линейное уравнение можно решить с помощью подстановки Бернулли 
[image: image1740.wmf]).
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Линейные дифференциальные уравнения второго порядка. Линейные дифференциальные уравнения второго порядка с постоянными коэффициентами.
Уравнение вида:
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Если 
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 - какие-нибудь два линейно независимых частных решения однородного дифференциального уравнения второго порядка, то его общим решением служит функция:
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Функции 
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 выполняется тогда и только тогда, когда 
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 Если же хотя бы одна из них отлична от нуля, а тождество 
[image: image1753.wmf]0

2

2

1

1

º

+

y

y

a

a

 возможно, то эти решения 
[image: image1754.wmf]1
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 и 
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 называются линейно зависимыми.

Общее решение линейного неоднородного дифференциального уравнения второго порядка есть сумма его частного решения и общего решения соответствующего ему линейного однородного дифференциального уравнения:
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где 
[image: image1757.wmf]÷
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 - частное решение неоднородного, а 
[image: image1758.wmf]y

 - общее решение однородного уравнения.

Пусть требуется решить линейное однородное дифференциальное уравнение второго порядка:
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в котором 
[image: image1760.wmf]p

 и 
[image: image1761.wmf]q

 - постоянные величины.

Найдём частные решения дифференциального уравнения в виде 
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Так как 
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, то получим уравнение
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которое называется характеристическим уравнением линейного однородного дифференциального уравнения второго порядка.

Таким образом, 
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 является частным решением линейного однородного дифференциального уравнения второго порядка, если 
[image: image1772.wmf]k

 - корень характеристического уравнения.

В зависимости от дискриминанта корни характеристического уравнения могут быть:

1) действительными и различными 
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2) действительными и равными 
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3) комплексными 
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Общее решение линейного неоднородного дифференциального уравнения второго порядка:
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в котором 
[image: image1787.wmf]p

 и 
[image: image1788.wmf]q

 - постоянные величины, находится как:
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где 
[image: image1790.wmf]÷
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 - частное решение неоднородного, а 
[image: image1791.wmf]y

 - общее решение однородного уравнения.
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Общее решение однородного уравнения, как известно, находится с помощью характеристического уравнения, а частное решение неоднородного уравнения находится в зависимости от вида функции 
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1) если 
[image: image1794.wmf])

(

x

f

 есть многочлен 
[image: image1795.wmf]n
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в частности, многочлен второй степени 
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), то частное решение неоднородного уравнения ищется в виде:
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б) 
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в) при 
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 неоднородное дифференциальное уравнение принимает вид: 
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, решение которого находится непосредственным двукратным интегрированием, т.е. 
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2) Если 
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), то частное решение неоднородного уравнения ищется в виде:
а) 
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 не является корнем характеристического уравнения, т.е. 
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б) 
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 является однократным корнем характеристического уравнения, т.е. 
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в) 
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 является двукратным корнем характеристического уравнения, т.е. 
[image: image1822.wmf]2

1

k

k

b

=

=

.

3) Если 
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 - тригонометрическая функция, т.е. 
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[image: image1825.wmf](
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, то частное решение неоднородного уравнения ищется в виде:
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Числовые ряды.

Пусть дана числовая последовательность 
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Выражение вида 
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 называется числовым рядом или просто рядом.

При этом числа 
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 называются членами ряда, а член 
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 с произвольным номером — общим членом ряда.

Суммы конечного числа членов ряда:
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называются частичными суммами ряда. Так как число членов ряда бесконечно, то частичные суммы ряда образуют бесконечную последовательность частичных сумм 
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Если все члены ряда положительны, то ряд называется знакоположительным.
Ряд называется сходящимся, если предел 
[image: image1837.wmf]n

 -частичной суммы существует и конечен, т.е. 
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, в противном случае говорят, что ряд расходится. При этом 
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 называется суммой ряда.

Ряд:     
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где 
[image: image1841.wmf]q

 - знаменатель геометрической прогрессии, называется рядом геометрической прогрессии.


[image: image1842.wmf]n

 -частичная сумма ряда геометрической прогрессии равна:
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Ряд геометрической прогрессии является сходящимся при 
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Свойства сходящихся рядов:
4. Если сходится ряд:
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то сходится и ряд 
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и обратно, если сходится второй ряд, то сходится и первый.

Другими словами, на сходимость ряда не влияет отбрасывание любого конечного числа его первых членов.

2) Если ряд 
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 сходится и его сумма равна 
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5. Если ряды 
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Таким образом, установлено, что сходящиеся ряды можно умножать на число, почленно складывать и вычитать так же, как и конечные суммы.
Необходимое и достаточные условия сходимости ряда.

При рассмотрении рядов возникают две задачи: 1) исследовать ряд на сходимость и 2) зная, что ряд сходится, найти его сумму. Будем решать в основном первую задачу, имеющую теоретический характер. Приведем необходимое условие сходимости рядов.

Если ряд 
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сходится, то его общий член стремится к нулю, т.е. 
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Числовой ряд:
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называется гармоническим рядом.

Только невыполнение необходимого условия сходимости позволяет делать определённый вывод, а его выполненине, как в данном случае 
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, не позволяет судить о сходимости.
Признаки сходимости рядов

Перейдем теперь к рассмотрению некоторых достаточных условий сходимости рядов с неотрицательными членами.

Для того чтобы, ряд 
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 с неотрицательными членами сходился, необходимо и достаточно, чтобы последовательность частичных сумм этого ряда была ограничена.
Это значит, что последовательность его частичных сумм имеет предел. Всякая сходящаяся последовательность является ограниченной.

Установим ряд признаков, позволяющих сделать вывод о сходимости (расходимости) рассматриваемого ряда.

Признак сравнения.

Пусть даны два ряда с неотрицательными членами 
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Признак Даламбера (Даламбер Жан Лерон (1717-1783)-французский математик, механик и философ-просветитель).
Пусть дан ряд 
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 с положительными членами и существует предел 
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Интегральный признак.
Пусть дан ряд 
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, члены которого являются значениями некоторой функции 
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Тогда, если 
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Гармонический ряд:
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расходится, так как 
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До сих пор мы рассматривали ряды с неотрицательными членами. Ряды с неположительными членами отличаются от соответствующих рядов с неотрицательными членами только множителем (-1), поэтому вопрос об их сходимости решается аналогично.

Перейдем теперь к рассмотрению знакочередующихся рядов, члены которых имеют чередующиеся знаки. Для удобства будем считать, что первый член такого ряда положителен. Тогда знакочередующийся ряд можно записать в виде:
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, где 
[image: image1886.wmf]0
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Для знакочередующихся рядов имеет место следующий очень простой достаточный признак сходимости.

ПризнакЛейбница.

Если абсолютные величины членов знакочередующегося ряда монотонно убывают: 
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 и общий член ряда стремится к нулю 
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, то ряд сходится.

Рассмотрим теперь ряды с членами произвольных знаков. Такие ряды называются знакопеременными рядами.
Возьмем какой-нибудь знакопеременный ряд
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где числа 
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 могут быть как положительными, так и отрицательными, причем расположение положительных и отрицательных членов в ряде произвольно.

Абсолютная и условная сходимость рядов.
Знакопеременный ряд называется абсолютно сходящимся, если сходится ряд из модулей его слагаемых:
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Знакопеременный ряд называется условно сходящимся, если он сходится, но ряд из модулей его слагаемых расходится.

Степенные ряды. Интервал сходимости степенного ряда. 

Разложение функций в степенные ряды.
Степенным рядом называется ряд вида:
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где 
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 называются коэффициентами степенного ряда.

Придавая х различные числовые значения, будем получать различные числовые ряды, которые могут оказаться сходящимися или расходящимися. Множество тех значений х, при которых степенной ряд сходится, называется областью его сходимости. Это множество всегда не пусто, так как любой степенной ряд сходится при 
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Очевидно, что частичная сумма степенного ряда
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является функцией переменной х. Поэтому и сумма ряда S также является некоторой функцией переменной х, определенной в области сходимости ряда: 
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Рассмотрим теорему, имеющую важное значение в теории степенных рядов и касающуюся области сходимости степенного ряда.

Теорема Абеля. (Абель Нильс Хенрик (1802—1829) — норвежский математик).

1) Если степенной ряд сходится при 
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Теорема Абеля утверждает, что если 
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 - точка сходимости степенного ряда, то во всех точках, расположенных на интервале (
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Отсюда вытекает следующая теорема:
Если ряд 
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Интервал 
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 называется интервалом сходимости степенного ряда. Число R называется радиусом сходимости степенного ряда. Отметим, что интервал сходимости у некоторых рядов охватывает всю числовую прямую (в этом случае пишут 
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Итак, всякий степенной ряд имеет свой радиус сходимости R. При 
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 ряд может либо сходиться, либо расходиться. Этот вопрос решается для каждого конкретного ряда.

Приведем способ определения радиуса сходимости степенного ряда по признаку Даламбера.
Если существует предел 
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Свойства степенных рядов.
Пусть функция 
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 является суммой степенного ряда
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интервал сходимости которого 
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В этом случае говорят, что на интервале 
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 разлагается в степенной ряд (или в ряд по степеням х).
Имеют место две теоремы о свойствах степенных рядов.

Если функция 
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 разлагается в степенной ряд, то она дифференцируема на этом интервале и ее производная 
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Аналогично могут быть вычислены производные любого порядка функции 
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. При этом соответствующие ряды имеют тот же интервал сходимости, что и степенной ряд.
Если функция 
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Теорема. Если функция 
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то это разложение единственно.
Пусть функция 
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 бесконечное число раз дифференцируема в точке 
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называемый рядом Тейлора.
При 
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называемый рядом Маклорена.
Для того чтобы ряд Маклорена сходился на 
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Рассмотрим разложения в ряд Маклорена некоторых элементарных функций:
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Задания на контрольную работу №4
№№ 1.1-1.30. Найдите общее решение дифференциального уравнения первого порядка.
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№№ 4.1-4.30.  Найдите область сходимости данного ряда.
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№№ 5.1-5.30. Вычислите определенный интеграл с точностью до [image: image2168.wmf]0,
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, разлагая подынтегральную функцию в ряд и затем интегрируя его почленно.
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Примеры решения заданий контрольной работы №4

Задание №1

a) Найти общее решение уравнения [image: image2199.wmf]0
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b) Найти общее решение уравнения [image: image2205.wmf]3
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Решение. Сделаем подстановку [image: image2206.wmf]yuv
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Выбираем [image: image2213.wmf]v
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 — общее решение данного уравнения.

Задание №2

Найти частное решение уравнения [image: image2226.wmf]2
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Решение. Данное уравнение — это уравнение вида (10), при [image: image2228.wmf]1
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Найдем сначала общее решение данного уравнения[image: image2232.wmf]*
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Для этого решим соответствующее однородное уравнение:
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Так как числа [image: image2235.wmf]202
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 нет среди  корней характеристического уравнения, то частное решение [image: image2236.wmf]*
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 - общее решение данного уравнения. Для нахождения частного решения, удовлетворяющего заданным начальным условиям, найдем:
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Подставляя эти значения в общее решение, найдем частное решение [image: image2247.wmf]222
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Задание №3

Исследовать на сходимость ряд:[image: image2248.wmf]å

¥

=

+

1

!

4

)

1

2

(

n

n

n

n

.

Решение:
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[image: image2252.wmf]0
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Задание №4

         Найдите область сходимости степенного ряда      [image: image2253.wmf]å
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Решение. 

Найдем радиус сходимости:

[image: image2254.wmf]4
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Следовательно, интервал сходимости:
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Исследуем сходимость на концах интервала:


1) [image: image2257.wmf]å
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(1)


Для исследования ряда (1) применим предельный признак сравнения с гармоническим рядом [image: image2258.wmf]å
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Проверим выполнение признака:
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Так как предел конечный и отличный от нуля, то ряд (1) сходится, так как сходится при s =2 > 1 гармонический ряд.


2) [image: image2260.wmf]å
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(2)


Применим к исследованию знакочередующегося ряда (2) признак Лейбница.


Так как абсолютные величины ряда (2) монотонно убывают и 
[image: image2261.wmf]0
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то по признаку сходимости Лейбница данный ряд сходится.

Ответ: область сходимости [image: image2263.wmf]ú
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Задание №5

Вычислить определенный интеграл [image: image2264.wmf]ò
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 с точностью до 0,001.

Решение. Разложим подынтегральную функцию в ряд. Имеем:
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Заменяя t = [image: image2266.wmf]3
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Подставляя разложение подынтегральной функции в интеграл, получаем:

[image: image2268.wmf]=
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[image: image2269.wmf]900
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При вычислениях можно ограничиться первыми тремя членами ряда, так как четвертый член знакочередующегося ряда меньше 0,001 и поэтому сумма ряда, начинающегося с четвертого члена, будет меньше 0,001 и весь этот ряд можно отбросить.

Краткие теоретические сведения для выполнения контрольную работу № 5

"Теория вероятностей и математическая статистика"

Теория вероятностей»

Теория вероятностей изучает закономерности случайных явлений. Опыт, эксперимент, наблюдение явления называется испытанием. Результат испытания называется событием. Для обозначения событий используются большие буквы латинского алфавита: А, В, С и т.д.

Два события называются несовместными, если появление одного их них исключает появление другого в одном и том же испытании и совместными - в противном случае.

Два события А и В называются противоположными, если в данном испытании они несовместны и одно из них обязательно происходит. Событие, противоположное событию А, обозначают через 
[image: image2270.wmf]А

.

Событие называется достоверным, если в данном испытании оно является единственно возможным его исходом, и невозможным, если в данном испытании оно заведомо не может произойти. Событие называется случайным, если оно объективно может наступить или не наступить в данном испытании.

Событие А называется благоприятствующим событию В, если наступление события А влечет за собой наступление события В.

Совокупность событий образует полную группу для данного испытания, если его результатом обязательно становится хотя бы одно из них.

События А1, А2, … Аn, образующие полную группу попарно несовместимых равновозможных событий, называются элементарными.

Классическое определение вероятности

Вероятностью Р(А) события А называется отношение числа m элементарных событий, благоприятствующих событию А, к числу всех элементарных событий, т.е.


[image: image2271.wmf](
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Следствия:

1. Вероятность достоверного события (m = n) равна единице.

2. Вероятность невозможного события (m = 0) равна нулю.

3. Вероятность случайного события есть положительное число, заключенное между нулем и единицей.

Элементы комбинаторики
Для подсчета числа элементарных событий используются формулы из раздела элементарной математики - комбинаторики.

2) Размещением без повторений 
[image: image2272.wmf]m
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 называется любой упорядоченный набор m различных элементов множества, состоящего из n различных элементов. Число различных размещений из n элементов по m элементов определяется по формуле:
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2) Перестановками из n различных элементов называются размещения из этих n элементов по n. Число всех перестановок находится по формуле:

Рn = n!.

3) Сочетаниями из n различных элементов по m элементов называются комбинации, составленные из данных n элементов по m элементов, которые отличаются хотя бы одним элементом (без учета порядка следования элементов). Число сочетаний из n элементов по m элементов вычисляется по формуле:
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1) Размещением с повторениями 
[image: image2275.wmf]k
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 называется любой набор k элементов множества, состоящего из n различных элементов, причем среди k элементов могут быть как различные элементы, так и одинаковые.

Число размещений с повторениями определяется формулой:
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Алгебра событий

Суммой двух событий А и В называется событие С = А + В, состоящее или в наступлении события А, или события В, или обоих событий одновременно.

Произведением событий А и В называется событие С = А(В, состоящее в выполнении и события А, и события В.

Диаграммы Эйлера

[image: image2277]
Здесь ( - пространство элементарных событий (т.е. множество, составленное из всех элементарных событий).

Формулы сложения и умножения вероятностей

Вероятность суммы двух несовместных событий равна сумме вероятностей этих событий:

Р(А + В) = Р(А) + Р(В).




(1.1)

Формула (1.1) справедлива для любого конечного числа несовместных событий:
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Следствие 1: если события А1, А2, …, Аn образуют полную группу несовместных событий, то сумма их вероятностей равна единице:
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Следствие 2: сумма вероятностей противоположных событий равна единице:
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В общем случае для двух совместных событий теорема сложения записывается в виде:

Р(А + В) = Р(А) + Р(В) – Р(АВ) = 1 – Р
[image: image2281.wmf](
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Событие А называется независимым от события В, если вероятность события А не зависит от того, произошло событие В или нет. Событие А называется зависимым от события В, если вероятность события А меняется в зависимости от того, произошло событие В или нет. Вероятность события, вычисленная при условии, что имело место другое событие В, называется условной вероятностью события А и обозначается Р(А/В). Следовательно, условие независимости событий можно записать в виде:

Р(А/В) = Р(А),





(1.2)

Вероятность совместного появления двух зависимых событий равна произведению вероятности одного из них на условную вероятность другого:

Р (АВ) = Р(А) · Р(В/А) = Р(В) · Р(А/В).


(1.3)

Из равенства (1.2) видно, что для независимых событий формула (1.3) имеет вид:

Р(АВ) = Р(А) · Р(В)
.

Теорема умножения для n событий записывается следующим образом:

Р(А1А2…Аn) = Р(А1)·Р(А2/А1)·Р(А3/А1·А2) …Р(Аn/ А1·А2…Аn-1).

В случае независимых в совокупности событий имеем равенство:
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Формула  полной вероятности и формула Байеса

Предположим, что событие А может произойти вместе с одним из событий Н1, Н2, …, Нn, образующих полную группу несовместных событий, и называемых гипотезами. Тогда вероятность события А можно определить по формуле полной вероятности.
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Если событие А уже произошло, то вероятности гипотез могут быть пересчитаны по формуле Байеса:
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Формула Бернулли. Теорема Лапласа. Формула Пуассона

Если производится n независимых испытаний, в каждом из которых вероятность появления события А постоянна и равна р, то вероятность того, что событие А появится в серии из n испытаний m раз, выражается формулой Бернулли:
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(1.4)

где q = 1 – р.

Наивероятнейшее число наступлений события А в задаче Бернулли можно определить из двойного неравенства:

(n + 1) · p – 1 ≤ m0 ≤ (n + 1)p.

При больших n и m вместо формулы Бернулли удобно пользоваться приближенными формулами. Согласно локальной теореме Лапласа:
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По интегральной теореме Лапласа вероятность того, что событие А наступит не меньше m1 и не больше m2 раз, равна:

Pn(m1 ; m2) = Ф(х2) – Ф(х1),

где 
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Значения функции Лапласа Ф (х) находятся по таблице Приложения 2.

При малых значениях р или q и больших n удобно пользоваться приближенной формулой Пуассона:
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(1.5)

Дискретная случайная величина и закон ее распределения

Случайной называется величина, которая в результате опыта может принять то или иное значение. Различают дискретные и непрерывные случайные величины. Если множество значений случайной величины конечно или счетно (если ее значения можно пронумеровать), то Х = {х1, х2, …, хk, …}, то она называется дискретной. Под законом распределения дискретной случайной величины понимают состояния, устанавливающие связи между возможными значениями случайной величины и соответствующими им вероятностями:

	xi
	x1
	x2
	…
	xn

	pi
	p1
	p2
	…
	pn


Эту таблицу называют рядом распределения, при этом 
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Основные числовые характеристики дискретной случайной величины

Математическим ожиданием дискретной случайной величины Х (обозначается М [Х] или mx) называется величина
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Вероятностный смысл математического ожидания – это приблизительно среднее значение случайной величины Х. Основные свойства математического ожидания:

1) М[С] = С (С = const, C – «случайная величина»);

2) М[СХ] = С М[Х];

3) М[X + Y] = М[X] + М[Y].

Дисперсией D[Х] или Dx дискретной случайной величины Х называется величина
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(1.6)

Дисперсия характеризует рассеивание случайной величины около ее математического ожидания. Формулу (1.6) можно преобразовать к более удобному для вычисления виду:
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Чаще рассеивание характеризуют средним квадратическим отклонением σ – величиной. 
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Основные свойства дисперсии для независимых случайных величин:

1) Dx ≥ 0;

2) D[C] = 0;

3) D [CX] = C2D[X];
4) D[X + Y] = D[X] + D[Y]. 

Основные законы распределения дискретной случайной величины:

 биноминальные, распределение Пуассона

Случайная величина Х, для которой вероятность принять значение m вычисляется по формуле (1.4) называется биноминально распределенной. Для такого распределения
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mx = np,
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Рассматривая вновь распределение Бернулли при n → ∞, p → 0, np = λ = const, получаем предельную вероятность (см. формулу (1.5)). Итак, распределение, описываемое формулой (1.5) называется распределением Пуассона. Его числовые характеристики

mx = λ,

Dx = λ
.

 Для распределения Пуассона mx = Dx. На практике обычно уже при n ≥100 и р ≤ 0,1 заменяют биноминальное распределение распределением Пуассона.

Непрерывная случайная величина.

 Плотность распределения(вероятности) непрерывной случайной величины

Распределение непрерывной случайной величины обычно задается плотностью вероятности f(x), которая определяется как производная функции распределения:

f(x) = F′(x).

Свойства плотности вероятности:

1) f(x) ≥ 0;

2) 
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3) 
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Вероятность попадания случайной величины в интервал (α, β) находится по формуле:
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Функция распределения, или интегральный закон распределения

Вероятность Р(Х < х) того, что случайная величина Х окажется меньше некоторого вещественного числа х, называется функцией распределения Х, обозначается F(x) и определяется следующим образом:

F(x) = P(X < x).

Введение функции распределения F(x) оправдано тем, что она одинаково хорошо описывает как непрерывную, так и дискретную случайную величину.

Свойства функции распределения:

1) 0 ≤ F(x) ≤ 1;

2) F(x1) ≤ F(x2), если х1 < x2 (F(x) – неубывающая функция);

3) F(–∞) = 0;
4) F(+∞) = 1;
5) P (α < X < β) = F(β) – F(α).

Часто F(x) называют интегральной функцией распределения или интегральным законом распределения.

Числовые характеристики непрерывной случайной величины

Для непрерывной случайной величины:
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(1.7)

Формулу (1.7) можно преобразовать к более удобному для вычислений виду:
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Равномерное, нормальное и показательное распределения

Встречаются такие непрерывные случайные величины, о которых заранее известно, что их возможные значения лежат в пределах некоторого определенного отрезка, и кроме того, известно, что в пределах этого отрезка все значения случайной величины равновероятны (имеют постоянную плотность вероятности). О таких величинах говорят, что они равномерно распределены. Непрерывная случайная величина Х имеет равномерное распределение на [a, b], если f(x) имеет следующий вид:
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Из условия нормирования следует, что 
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Для равномерного распределения функция распределения имеет вид:
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Числовые характеристики равномерного распределения:
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Случайная величина, распределенная по показательному закону, имеет плотность вероятности:
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где λ > 0.

Его числовые характеристики:
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Случайная величина Х распределена по нормальному закону, если ее плотность вероятности имеет вид:
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где а, σ – параметры, вероятностный смысл которых: а – математическое ожидание; σ – среднее квадратическое отклонение Х.

Вероятность того, что Х примет значение, принадлежащее интервалу (α, β),  равна:
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где 
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 - функция Лапласа.

Вероятность того, что абсолютная величина отклонения случайной величины Х от математического ожидания меньше положительного числа δ, равна:

Р( |Х – а| < δ) = 2Ф(δ/σ).

Математическая статистика»

1. Множество всех возможных значений случайной величины Х называется генеральной совокупностью Х.

Выборкой называется подмножество из генеральной совокупности, статистические характеристики (среднее, дисперсия и т.д.) которого близки к статистическим характеристикам генеральной совокупности.

Вариационным рядом выборки {х1, х2, …, хn} значений случайной величины Х называется последовательность пар чисел (хi, ni)  
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, составленная при условии, что хi+1 > xi, ni- число наблюдений величины хi в выборке, m – число различных значений xi в выборке.

Величины хi называются вариантами вариационного ряда; величина n
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– объемом выборки; ni- частотой варианты хi, а величина pi
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– относительной частотой.

2. При большом значении n для упрощения статистической обработки выборки вариационный ряд разбивается на интервалы одинаковой длины, в каждый из которых попадают варианты с близкими значениями. Длина интервала hx находится по формуле Стерджеса:
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где хmin  и хmax – минимальное и максимальное значения вариант в выборке, а в качестве hx удобно брать целое четное число, ближайшее к значению правой части в (2.3).

За начало первого интервала принимается значение хнач.= хmin– hx/2. Конец последнего интервала хкон. должен удовлетворять условию хкон. – hx ≤ хmax ≤ хкон.. Варианта, попадающая на границу интервалов, включается в оба интервала с весом 0,5.

Можно также руководствоваться и другим правилом, например, включать в интервал варианту, совпадающую с началом интервала, а варианту, совпадающую с концом, не включать в интервал, либо наоборот. Важно лишь придерживаться выбранного правила и при заполнении корреляционной таблицы. Полученное представление выборки называется интервальным рядом распределения Х.

При интервальном распределении, помимо hx, вводятся также следующие характеристики: 
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 – частота для i-го интервала, равная числу вариант, попавших в i-й интервал;
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- относительная частота для i-го интервала.

3. Для графического представления интервального ряда используется гистограмма, представляющая собой совокупность 
[image: image2325.wmf]m
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 прямоугольников (
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 - число интервалов) на плоскости (х, 
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) (рис. 6). Основание каждого прямоугольника равно длине интервала hx, а высота i-го прямоугольника равна относительной частоте 
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Рис.6

4. Модой М0 интервального распределения случайной величины называется середина интервала с максимальной относительной частотой (на рис. 6 это интервал, соответствующий заштрихованному прямоугольнику).

Медианой Ме выборки называется значение срединного элемента вариационного ряда. Для интервального распределения при четном числе интервалов медианой является граница двух срединных интервалов, а при нечетном числе интервалов – середина срединного интервала (на рис. 6 медианой является середина заштрихованного интервала).

5. Выборка величины Х может быть охарактеризована статистическим параметрами: средним, дисперсией, средним квадратическим отклонением, которые вычисляются соответственно по формулам:
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Аналогичные величины для интервального распределения случайной величины Х вычисляются по формулам:
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Величины 
[image: image2336.wmf]в
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, Dхв, σхв называются соответственно выборочным средним, выборочной дисперсией и выборочным средним квадратическим отклонением случайной величины Х. 
6. Пусть для параметра а из опыта получена несмещенная оценка ã. Находится такое значение ε, для которого вероятность теоретического распределения равна Р(|ã – a|<ε)= β, где задаваемое значение β близко к 1. Вероятность β называется доверительной вероятностью, а интервал lβ = (ã – ε; ã + ε), в который с вероятностью β попадает параметр а, называется доверительным интервалом.

В случае нормального распределения Х при большом объеме выборки доверительный интервал для оценки математического ожидания Х находится по формуле
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Значение параметра ε определяется из равенства


[image: image2338.wmf]b

e

2

1

~

=

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

x

D

n

Ф

,





(2.12)

где β ≥ 0,8 – доверительная вероятность,
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- несмещенная оценка дисперсии Х, а Ф(х) – функция Лапласа (Приложение 2). Из таблицы по заданной вероятности β находится значение аргумента хβ функции Ф. По найденному значению хβ находится ε:
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Доверительный интервал для оценки дисперсии Х находится по формуле
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где ε′ находится из условия
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Обозначая через х′β найденное из таблицы значение аргумента функции Лапласа, параметр ε′ находится из формулы
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7. В случае, если интервальное распределение Х подчиняется нормальному закону, теоретическая частота для i-го интервала nit рассчитывается по формуле
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где
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хi и хi+1 – начало и конец i-го интервала, а Ф(z) – функция Лапласа.

Значение каждой из найденных теоретических частот 
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 для i-го интервала заносится с абсциссой (хi+xi+1)/2 на рис.6. Через полученные точки проводим теоретическую кривую плотности вероятности Х и делаем вывод о качественном и количественном совпадениях эмпирической и теоретической кривых.

8. Проверку гипотезы о том, что полученное интервальное распределение величины Х подчинено нормальному закону, можно сделать с помощью критерия Пирсона.

При использовании этого критерия может возникнуть необходимость в построении дополнительной таблицы, если в интервальном распределении имеются интервалы с малочисленными частотами, в которых либо 
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В этом случае малочисленные интервалы объединяются с соседними так, чтобы в новом интервальном распределении с числом интервалов l эмпирические частоты niэ и теоретические частоты kit для любого i-го интервала удовлетворяли условиям: niэ ≥ 5, kit≥5. После этого заполняется таблица (niэ, kit).

Критерий Пирсона заключается в следующем. Вычисляется случайная функция 
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Находится число степеней свободы k
k = l – r – 1,






(2.20)

где для нормального распределения r = 2.

При заданном уровне значимости α и найденном значении k, по таблице критических точек теоретического распределения х2 (Приложение 3) находится критическое значение 
[image: image2353.wmf]2

кр

х

. Если 
[image: image2354.wmf]2

кр

х

 > 
[image: image2355.wmf]2

.

набл

х

, то гипотеза о нормальном распределении Х принимается, в противном случае отвергается.

9. Связь между случайными величинами Х и Y может носить случайный характер. В этом случае говорят о статистической связи Х и Y.

Если среднее значение Х (Y) функционально зависит от значений Y, то говорят о корреляционной связи Х и Y. 

Для выяснения вопроса о том, существует ли корреляция между Х и Y, интервальный ряд записывается в виде корреляционной таблицы 1.

Таблица 1
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В первой строке последовательно записываются значения середин интервалов 
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 в интервальном распределении Х, а в первом столбце – последовательные значения середин интервалов 
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 в интервальном распределении Y.

На пересечении i-й строки и j-го столбца записывается частота nxy, равная числу вариант из Х, попавших в j-й интервал интервального распределения Х, при одновременном попадании в i-й интервал интервального распределения Y nxy вариант из Y. В случае nxy = 0 в соответствующей клетке таблицы ставится ноль. В последней строке записываются суммы всех nxy при данных значениях 
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, а в последнем столбце – суммы всех nxy при данных значениях 
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В клетке, расположенной в нижнем правом углу таблицы, записывается сумма всех частот n = ∑nx = ∑ny.

10. Если в корреляционной таблице в основном заполнены клетки вблизи одной или другой диагонали (как в таблице 1), то стоит искать линейную связь между Х и Y.

Если заполненное большинство клеток таблицы образует какую-то кривую, то искать линейную связь между Х и Y не имеет смысла.

Выборочный коэффициент корреляции rв характеризует степень корреляции (связи) между Х и Y и изменяется в пределах 0 ≤ | rв | ≤ 1. При rв = 0 корреляция между Х и Y отсутствует, а при | rв | = 1 корреляция между Х и Y переходит в функциональную связь.

В предположении линейной корреляции между Х и Y rв рассчитывается по формуле
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где 
[image: image2363.wmf]в
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 определяется по формуле (2.8), а 
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 - по аналогичной формуле; σх рассчитывается по формулам (2.9), (2.10), а σу – по аналогичным формулам.

В качестве примера найдем rв из данных таблицы 1:
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По формуле (2.21) находим rв:
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Можно сделать вывод, что между Х и Y имеется заметная корреляция.

11. Условным математическим ожиданием дискретной случайной величины Y при Х=х, где х – определенное значение случайной величины Х, называется произведение возможных значений Y на их условные вероятности:
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Как видно из формулы, условное математическое ожидание M[Y | x] является функцией от х: 

M[Y | x] = f(x),

которую  называют функцией регрессии Y на Х.

Аналогично определяется условное математическое ожидание дискретной случайной величины Х и функция регрессии Х на Y:

M[X | y] = ((у).

Величины M[Y | x] и M[Х | у] обозначаются, собственно как 
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Уравнения 
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 называются эмпирическими или выборочными линиями регрессии Y на Х и Х на Y соответственно.

В случае линейной корреляции между Х и Y эти линии будут прямыми и определяются уравнениями:
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Задания на контрольную работу № 5
1. В книге 150 страниц. Какова вероятность того, что порядковый номер наудачу открытой страницы будет : а) оканчиваться цифрой 3; б) число кратное 5; в) число 25?
2. Чему равна вероятность того, что наудачу выбранные последовательно 4 цифры: 1) не содержат цифру 0; 2) все различны; 3) образуют четырехзначное число?

3. Шифр сейфа состоит из 6 цифр. Набор одной комбинации занимает 1 минуту. Какова вероятность того, что в течение часа удастся вскрыть сейф?

4. Номер телефона состоит из 7 цифр. Какова вероятность того, что все цифры наугад набранного номера различные?
5. Слово «планета» составлено из букв разрезной азбуки. Карточки с отдельными буквами тщательно перемешаны. Какова вероятность того, что: а) разложив в ряд, получим слово «крыша»; б) разложив в ряд 4 случайно отобранные карточки, получим слово «план»?
6. Какова вероятность того, что трехзначный номер случайно взятого автомобиля: а) имеет все одинаковые цифры; б) имеет все различные цифры?

7. Найти вероятность того, что наугад взятое двухзначное число окажется: а) кратным 2; б) кратным 5; в) кратным 2-м и 5-ти одновременно.

8. Из цифр 1,2,3,4,5,6,7 составляются трехзначные числа при условии. Что ни одна цифра не повторяется. Какова вероятность того, что: а) это будет число 765; б) трехзначное число будет состоять из цифр 7,6,5?
9. В урне находится 5 шаров, их которых 3 красных. Найти вероятность того, что из трех взятых шаров два будут красными, если: а) выбор происходит без возврата; б) после каждого выбора шар возвращается в урну.

10. На полку ставят четырехтомник Лермонтова. Какова вероятность того, что: а) все тома будут расставлены по порядку; б) на своем месте будет только первый том?

11. Три спортсмена участвуют в соревнованиях. Вероятность зачисления в сборную команду первого, второго и третьего соответственно равны 0,8; 0,7; 0,6. Найти вероятность того, того, что: а) только один спортсмен попадает в сборную; б) хотя бы один попадает в сборную.

12. Вероятность своевременного прибытие каждого поезда дальнего следование равна 0,9. Какова вероятность того, что: а) 4 последовательно прибывших поезда прибудут без опоздания; б) хотел бы один поезд не опоздает?
13. Вероятности успешной сдачи экзамена по первому, второму и третьему предмету у данного студента равны 0,6; 0,7; 0,8. Найти вероятность того, что он: а) сдаст все экзамены; б) не сдаст хотя бы один экзамен; в) сдаст только первый экзамен.

14.  Вероятность того, что человек в возрасте 60 лет не умрет в ближайший год, равна 0,9. Страховая компания страхует на год жизни двух людей 60-ти лет. Какова вероятность того, что компания: а) будет платить хотя бы по одному страховому полису; б) будет платить только по одному полису?
15. Студент пришёл на зачёт, зная из 30 вопросов только 24. Какова вероятность сдать зачёт, если после отказа отвечать на вопрос преподаватель задает один вопрос?

16. Брошены три монеты. Предлагая, что элементарные события равновероятны, найти вероятность событий: А = {монета выпала «гербом вверх»}, В = {выпало ровно два «герба»}, С = {выпало не более двух «гербов»}.

17. Сортировочная станция для приема имеет 3 пути. Вероятность того, что пути свободны, соответственно равны 0,2; 0,3; 0,4. Определить вероятность того, что: а)хотя бы один путь свободен; б)все пути свободны; в)только один путь занят.

18. Вероятность наличие свободного места в самолете 0,8; на поезде-0,7; на теплоходе-0,6. Определить вероятность: а) наличие хотя бы одного свободного места; б) наличие свободных мест только на одном виде транспорта; в) наличие свободных мест только на поезде.
19. Турист приехал в город, в котором две гостиницы. Вероятность наличие свободных мест в первой гостинице-0,8, во второй-0,6. Определить вероятность наличия свободных мест хотя бы в одной из гостиниц.
20.  Вероятность того, что частный предприниматель получит ссуду в первом, втором, третьем банке равна соответственно 0,4; 0,5; 0,6. Предприниматель последовательно обращается во все три банка, начиная с первого. В следующий банк предприниматель обращается лишь в случае отказа в предыдущем банке. Какова вероятность того, что он получит ссуду?

21. На склад поступает продукция трех фабрик, причем первая фабрика поставляет 20%, вторая 30%, третья 50% изделий. Первая фабрика производит 0,5% нестандартных деталей, вторая и третья – 0,3% и 0,2% соответственно. Со склада наудачу выбирают одно изделие, которое оказалось нестандартным. Найти вероятность того, что оно изготовлено на второй фабрике.

22.  В сеансе одновременной игры в шахматы с гроссмейстером играют 10 перворазрядников и 15 второразрядников. Вероятность того, что в таком сеансе перворазрядник выиграет у гроссмейстера, равна 0,2; для второразрядника эта вероятность равна 0,1. Случайно выбранный участник выиграл. Какова вероятность, что это был второразрядник?

23. Турист решивший отдохнуть в США, узнал, что в июле в Калифорнии бывает в среднем 20 солнечных дней, во Флориде 22, а на Гавайях – 24. Из трех рассматриваемых проспектов он случайным образом выбирает один и отправляется в соответствующее место. Турист приехал на отдых и попал под дождь. Какова вероятность того, что он отдыхал на Гавайях?

24. Имеются три одинаковых по виду ящика. В первом ящике 7 белых и 8 черных шаров, во втором 10 белых, в третьем 5 черных шаров. Из выбранного наугад ящика вынули белый шар. Найти вероятность того, что он взят из второго ящика?

25. В тире имеются четыре ружья, вероятности попадания из каждого равны соответственно 0,6; 0,5; 0,4; 0,3;. Стрелок взял одно из ружей и промахнулся. Найти вероятность того, что он стрелял из первого ружья?

26.   В первой урне 3 белых и 5 черных шара, во второй 7 белых и 2 черных шара. Из второй урны переложили в первую один шар, а затем из первой урны вынули шар, который оказался черным. Найти вероятность того, что он ранее находился в первой урне?

27.  Из десяти студентов, пришедших сдавать экзамен по математике, Иванов знает 5 билетов из 30, Петров – 25, Сидоров – 20, А остальные по 15. Преподаватель случайным образом выбирает первого студента из этой группы студентов. Этот студент сдал экзамен. Какова вероятность что он – Петров?

28. В группе спортсменов 20 лыжников, 5 велосипедистов, 4 легкоатлета. Вероятность выполнить квалификационную норму равна: для лыжника 0,7; для велосипедиста 0,8; для легкоатлета 0,9. Первый спортсмен выполнил норму. Какова вероятность, что он велосипедист?

29. Из продаваемого в магазине молока 40% поставляет первый молокозавод, второй – 60%. В среднем 9 из 1000 пакетов первого поставщика не выдерживают транспортировки, и разгерметизируется, а у второго – 1 из 250. Случайно выбранный пакет оказался разгерметизированным. Найти вероятность того, что он произведен на первом заводе?

30. Дальтониками являются 5% мужчин и 0,25% женщин. Наудачу выбранное лицо оказалось дальтоником. Какова вероятность того, что это был мужчина?

31 – 40. Вероятность того, что в локомотивном депо расход электроэнергии превысит суточную норму, равна р. 

1)Какова вероятность того, что за n рабочих дней будет зафиксирован перерасход электроэнергии в течение m дней? Произвести вычисление: а) по формуле Бернулли; б) по формуле Пуассона; в) по локальной теореме Лапласа. Сделать вывод. 

2) Найти вероятность того, что перерасхода энергии не будет хотя бы в течение (n-2) дней, используя: а) формулу Бернулли; б) интегральную теорему Лапласа.

31. p = 0,3; n = 6; m = 2.

32. p = 0,2; n = 5; m = 2.
33. p = 0,4; n = 5; m = 2.
34. p = 0,3; n = 5; m = 3.
35. p = 0,2; n = 6; m = 2.
36. p = 0,7; n = 5; m = 2.
37. p = 0,5; n = 6; m = 3.
38. p = 0,6; n = 6; m = 2.
39. p = 0,4; n = 6; m = 3.
40. p = 0,6; n = 5; m = 3.
41. Три стрелка делают по одному выстрелу в мишень. Вероятность попадания в нее первым стрелком равна 0,4; вторым 0,6; третьим 0,2. Составить закон распределения случайной величины Х - числа попаданий в мишень. Построить функцию распределения, найти математическое ожидание, дисперсию, среднее квадратическое отклонение случайной величины Х.

42. В урне имеются 4 шара с номерами от 1 до 4. Случайным образом вынимают 2 шара. Случайная величина 
[image: image2379.wmf]X

 – сумма номеров вынутых шаров. Составить закон распределения, построить функцию распределения случайной величины 
[image: image2380.wmf]X

. Найти 
[image: image2381.wmf](
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43. Вероятность выигрыша на один лотерейный билет равна р = 0,3. Случайная величина 
[image: image2382.wmf]X

 – количество выигрышей из трех лотерейных билетов. Составить закон распределения. Построить функцию распределения случайной величины 
[image: image2383.wmf]X

. Найти 
[image: image2384.wmf](
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44. На некоторой остановке автобус останавливается только по требованию. Вероятность остановки равна 0,3. За смену автобус проходит мимо этой остановки 4 раза. Составить закон распределения случайной величины 
[image: image2385.wmf]X

, равной числу остановок за смену, построить функцию распределения случайной величины 
[image: image2386.wmf]X

, найти  
[image: image2387.wmf](
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45. Из урны, содержащей 2 белых и 3 черных шара, извлекается 3 шара. Случайная величина 
[image: image2388.wmf]X

 – число белых шаров в выборке. Составить закон распределения, построить функцию распределения случайной величины 
[image: image2389.wmf]X

,  найти  
[image: image2390.wmf](
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46. Трижды подбрасывается монета. Случайная величина 
[image: image2391.wmf]X

 – число выпавших гербов. Составить закон распределения этой случайной величины, построить функцию распределения случайной величины Х, найти  
[image: image2392.wmf](
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47. Два представителя одной команды участвуют в соревнованиях. Один из них попадает в финал за 1 – 3 места, причем вероятность занять первое место 0,2; второе – 0,3. Второй участник команды попадает в утешительный финал за 4 – 6 места, где его вероятность быть четвертым и пятым одинакова, и равна 0,4. Составить закон распределения случайной величины 
[image: image2393.wmf]X

 – суммы мест, занятыми представителями данной команды; построить функцию распределения случайной величины 
[image: image2394.wmf]X

, найти  
[image: image2395.wmf](
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48. Вероятность рождения мальчика р = 0,5. Составить закон распределения случайной величины 
[image: image2396.wmf]X

– числа мальчиков в семье из 4-х детей, построить функцию распределения случайной величины 
[image: image2397.wmf]X

,  найти  
[image: image2398.wmf](
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49. Подбрасывание колец на колышек производится до первого попадания либо до полного израсходования всех трех имеющихся колец. Вероятность попадания 0,7. Случайная величина 
[image: image2399.wmf]X

 — число брошенных колец. Составить закон распределения, построить функцию распределения случайной величины 
[image: image2400.wmf]X

, найти 
[image: image2401.wmf](
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50.    Трижды подбрасывается монета. Случайная величина 
[image: image2402.wmf]X

- число выпавших гербов. Составить закон распределения данной случайной величины. Найти  
[image: image2403.wmf](
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51 – 55.  Задана непрерывная случайная величина X своей функцией распределения 
[image: image2404.wmf](
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Требуется:

1)найти плотность распределения [image: image2406.png]f(x)



;

2)определить коэффициент A;

3)схематично построить график функций [image: image2408.png]f(x) u F(x)



;

4)вычислить математическое ожидание и дисперсию;

5)определить вероятность того, что X примет значение из интервала 
[image: image2409.wmf](
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53.
[image: image2412.wmf](
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[image: image2413.wmf](
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[image: image2414.wmf](
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56 – 60. Задана непрерывная случайная величина X своей плотностью распределения вероятностей ƒ(x). Требуется:

1) определить коэффициент A;

2) найти функцию распределения F(x);

3) схематично построить график функций ƒ(x) и F(x);

4) вычислить математическое ожидание и дисперсию;

5) определить вероятность того, что X примет значение из интервала 
[image: image2415.wmf](
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)

.

6

;

2

.

4

;

0

,

4

0

;

,

0

;

0

=

=

ï

î

ï

í

ì

>

£

£

<

=

b

a

x

x

A

x

x

f


58.

[image: image2418.wmf](
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[image: image2420.wmf](
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61 – 70. Нормально распределенная случайная величина Х задано своими параметрами  а (математическое ожидание) и 
[image: image2421.wmf]s

(среднее квадратическое отклонение). Требуется: а) записать выражение для функции распределения, схематически изобразить ее график; б) определить вероятность того, что Х примет значение из интервала 
[image: image2422.wmf])

;

(

b

a

; в) определить вероятность того, что Х  отклониться (по модулю)  от  а не более чем на 
[image: image2423.wmf]d

.
61.
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[image: image2425.wmf].
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[image: image2426.wmf].

2

;

9

;

1

;

5

;

4

=

=

=

=

=

d

b

a

s

a


64.
[image: image2427.wmf]4;4;1;7;3.
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Математическая статистика

Дана двумерная выборка дискретных случайных величин  
[image: image2434.wmf]{
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и 
[image: image2435.wmf]{
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. Требуется:

1. Построить вариационные ряды для величин 
[image: image2436.wmf]i

x

и 
[image: image2437.wmf]i

y

.

2. Используя вариационные ряды, составить интегральные ряды распределения величин 
[image: image2438.wmf]X

 и 
[image: image2439.wmf]Y

. Длины интервалов 
[image: image2440.wmf]x

h

и 
[image: image2441.wmf]y

h

найдите по формуле Стерджеса.

3. Построить гистограммы относительных интервальных частот величин 
[image: image2442.wmf]X

 и 
[image: image2443.wmf]Y

. На основе гистограмм построить графики эмпирических функций плотностей вероятностей величин 
[image: image2444.wmf]X

 и 
[image: image2445.wmf]Y

.

4. Найти моду и медиану для интервальных распределений 
[image: image2446.wmf]X

 и 
[image: image2447.wmf]Y

. 

5. Используя данные вариационных рядов, найдите статистические средние значения, дисперсии и средние квадратические отклонения 
[image: image2448.wmf]X

 и 
[image: image2449.wmf]Y

. Используя середины интервалов и частоты интервалов, найти выборочные средние, выборочные дисперсии и выборочные средние квадратические отклонения 
[image: image2450.wmf]X

 и 
[image: image2451.wmf]Y

. Сделать сравнение вычисленных величин.

6. Найти доверительные интервалы для оценок математического ожидания и дисперсии величин 
[image: image2452.wmf]X

 и 
[image: image2453.wmf]Y

 в предположении о нормальном распределении с доверительной вероятностью 
[image: image2454.wmf]9

,

0

=

b

.

7. Считая средние интервальные значения 
[image: image2455.wmf]X

 и 
[image: image2456.wmf]Y

 распределенными по нормальному закону распределения,  вычислить для каждого интервала теоретические относительные частоты для 
[image: image2457.wmf]X

 и 
[image: image2458.wmf]Y

. По найденным частотам построить на одном рисунке с гистограммой графики теоретических функций плотностей вероятностей случайных  величин 
[image: image2459.wmf]X

 и 
[image: image2460.wmf]Y

.

8. В случае качественного совпадения графиков эмпирических и теоретических функций плотностей вероятностей проверить гипотезу о нормальном распределении случайных величин 
[image: image2461.wmf]X

 и 
[image: image2462.wmf]Y

 с помощью критерии Пирсона при уровне значимости
[image: image2463.wmf]0,05

=

a

.

9. Используя интервальные ряды распределения, составить корреляционную таблицу.

10. Найти выборочный коэффициент корреляции в предположении линейной зависимости между 
[image: image2464.wmf]X

 и 
[image: image2465.wmf]Y

.

11. Найти выборочные уравнения прямой линии регрессии 
[image: image2466.wmf]Y

 на 
[image: image2467.wmf]X

 и прямой линии регрессии 
[image: image2468.wmf]X

 на 
[image: image2469.wmf]Y

. Построить их на корреляционном поле.
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Примеры решения заданий контрольной работы №5

Теория вероятностей
Задача 1. В группе из 30 студентов по контрольной работе 6 студентов получили оценку «отлично», 10 студентов – «хорошо», 9 студентов – «удовлетворительно», 5 студентов – «неудовлетворительно». Какова вероятность того, что все три студента, вызванные к доске, имеют неудовлетворительные оценки по контрольной работе?

Решение. Событие А – событие, состоящее в том, что все три студента, вызванные к доске, имеют неудовлетворительные оценки по контрольной работе.

Найдем вероятность события А по формуле:


[image: image2470.wmf](

)

n

m

А

Р

=

.

Найдем число n всех исходов испытания. Это число равно количеству способов, которыми можно выбрать трех студентов из 30:


[image: image2471.wmf]3
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Число исходов, благоприятствующих событию А, - это количество способов, которыми можно выбрать трех студентов из числа студентов, имеющих неудовлетворительные оценки по контрольной работе, оно равно
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Тогда:
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Ответ: 
[image: image2474.wmf]406
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Задача 2. В коробке лежит 12 шаров: 7 белых и 5 черных. Случайным образом вынимают 3 шара. Найти вероятность того, что из взятых наугад шаров: а) два белых; б) хотя бы один белый шар.

Решение. Испытанием будет случайное вынимание трех шаров. Элементарными событиями являются всевозможные сочетания по 3 из 12 шаров. Их число равно:
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а) Пусть событие А1 – наличие среди вынутых шаров 2 белых. Значит, среди вынутых шаров 2 белых и 1 чёрный. Используя правило умножения, получим:
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[image: image2477.wmf](
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б) Пусть событие А2 – среди вынутых шаров имеется хотя бы один белый шар. Это событие состоит из несовместных событий:

В1 – среди вынутых шаров 1 белый и 2 черных;

В2 – среди вынутых шаров 2 белых и 1 черный;

В3 – среди вынутых шаров 3 белых.

Имеем А2 = В1 ( В2 ( В3.

Проще сначала найти вероятность противоположного события 
[image: image2478.wmf](
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 вычислить вероятность искомого события.
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В этом случае
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Ответ: 
[image: image2484.wmf]11
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Задача 3. Студент разыскивает нужную ему формулу в трех справочниках. Вероятность того, что формула содержится в первом справочнике, равна 0,6; во втором – 0,7; в третьем – 0,8. Какова вероятность того, что формула содержится: а) только в одном справочнике; б) хотя бы в одном справочнике; в) только во втором справочнике?

Решение. а) Событие А1 – формула содержится только в одном справочнике, Вi – формула содержится в i-м справочнике (i = 1, 2, 3).

Соответственно 
[image: image2486.wmf]i
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 - формула не содержится в i -м справочнике.

Событие А1 можно представить в виде: 
[image: image2487.wmf]3
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. Учитывая независимость и несовместность каждого события В1, В2, В3, применим теоремы сложения и умножения вероятностей, получаем:
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По условию: Р(В1) = 0,6;
Р(В2) = 0,7; 
Р(В3) = 0,8.

Тогда 
[image: image2489.wmf]4
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Таким образом,

Р(А1) = 0,6 ∙ 0,3 ∙ 0,2 + 0,4 · 0,7 · 0,2 + 0,4 · 0,3 · 0,8 = 0,036 + 0,056 + 0,096 = 0,188.

б) Событие А2 - формула содержится хотя бы в одном справочнике.

Используем противоположное событие 
[image: image2492.wmf]2
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- формула не содержится ни в одном справочнике.

Тогда 
[image: image2493.wmf]1
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Отсюда 
[image: image2494.wmf])
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Событие А2 можно представить как 
[image: image2495.wmf]3
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Тогда 
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Таким образом, Р(А2) = 1 – 0,024 = 0,976.

в) Событие А3 - формула содержится только во втором справочнике.

Событие А3 можно представить в виде: 
[image: image2497.wmf]3
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Ответ: Р(А1) = 0,296; Р(А2) = 0,976; Р(А3) = 0,056.

Задача 4. Два автомата производят одинаковые детали, которые поступают на общий конвейер. Производительность первого автомата вдвое больше производительности второго. Первый автомат производит в среднем 65% деталей отличного качества, а второй – 82%. Наудачу взятая с конвейера деталь оказалось отличного качества. Найти вероятность того, что эта деталь произведена первым автоматом.

Решение. Обозначим через А событие, состоящее в том, что наудачу взятая с конвейера деталь - отличного качества. Событие А может произойти совместно с одним из двух событий (гипотез):

Н1 - деталь произведена первым автоматом, Н2 - деталь произведена вторым автоматом.

Находим вероятности гипотез.

По условию первый автомат производит вдвое больше деталей, чем второй, поэтому


[image: image2499.wmf]3
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 - вероятность того, что деталь сделана первым автоматом,


[image: image2500.wmf]3
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 - вероятность того, что деталь сделана вторым автоматом.

Условные вероятности события А при их гипотезах соответственно равны:

Р(А/Н1) = 0,65 - вероятность того, что деталь будет отличного качества, если она произведена первым автоматом;

Р(А/Н2) = 0,82 - вероятность того, что деталь будет отличного качества, если она произведена вторым автоматом.

Вероятность того, что наудачу взятая деталь окажется отличного качества, по формуле полной вероятности равна:
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Искомая вероятность того, что взятая деталь отличного качества произведена первым автоматом, по формуле Байеса равна:


[image: image2502.wmf]62

,

0

7

,

0

65

,

0

3

2

)

(

)

/

(

)

(

)

/

(

1

1

1

»

×

=

×

=

А

Р

Н

А

Р

Н

Р

А

Н

Р

.

Ответ: Р(Н1 /А) = 0,62.

Задача 5. Вероятность того, что в локомотивном депо расход электроэнергии превысит суточную норму, равна 0,4.

1) Какова вероятность того, что за 5 рабочих дней будет зафиксирован перерасход электроэнергии в течение 2 дней?

Произвести вычисления: а) по формуле Бернулли; б) по формуле Пуассона; в) по локальной теореме Лапласа. Сделать вывод.

2) Найти вероятность того, что перерасхода энергии не будет хотя бы в течение 3 дней, используя: а) формулу Бернулли; б) интегральную теорему Лапласа.

Решение. Событие А1 - расход электроэнергии превысит суточную норму.

1) Вероятность того, что событие А1 появится в 5 случаях 2 раза подсчитаем тремя способами.

а) По формуле Бернулли:
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По условию: n = 5, m = 2, p = 0,4 - вероятность появления события А1;

q = 1 – p = 1 – 0,4 = 0,6 - вероятность непоявления события А1. Получим:
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б) По формуле Пуассона:
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где λ = np.

Найдем λ:

λ = 5 · 0,4 = 2.
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в) Применяя локальную теорему Лапласа:
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Расхождение ответов объясняется тем, что в настоящем примере п=5 имеет малое значение, а формула Пуассона и локальная теорема Лапласа дают достаточно хорошие приближения лишь при достаточно больших значениях п.

2) Событие А2- перерасхода энергии не будет хотя бы в течение 3 дней, то есть перерасхода энергии не будет вообще или будет в течение одного или двух дней за время наблюдения.

а) По формуле Бернулли вероятность события А2 находим как сумму отдельных вероятностей:
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[image: image2510.wmf](
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б) найдем вероятность события А2 по интегральной теореме Лапласа:
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Задача 6. В партии из шести деталей имеются четыре стандартных. Наудачу отобраны три детали. Составить закон распределения случайной величины Х – числа стандартных деталей среди отобранных, построить функцию распределения случайной величины F(x), найти M[Х], D[X], σ[Х].

Решение. Случайная величина Х – число стандартных деталей среди отобранных имеет следующие возможные значения:

х1 = 1; х2 = 2; х3 = 3.

Найдем вероятности возможных значений Х по формуле:
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где N – число деталей в партии, п-число стандартных деталей в партии, т- число отобранных деталей, k- число стандартных деталей среди отобранных.

N = 6,
n = 4,
 m = 3. 
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Получим закон распределения дискретной случайной величины Х:

	хi
	1
	2
	3

	pi
	0,2
	0,6
	0,2


Проверка: 
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Найдем числовые характеристики случайной величины Х.

1) Математическое ожидание:
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М[Х] = 2.

2) Дисперсия:

D[X] = M[X2] – M2[X], 
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D[X] = 4,4 – 22 = 0,4. 
3) Среднее квадратичное отклонение:
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Ответ: М [Х] = 2, D[X] = 0,4, σ[X] = 0,63.

Задача 7. Непрерывная случайная величина Х задана своей функцией распределения


[image: image2522.wmf]ï

î

ï

í

ì

>

£

£

-

<

=

.

3

  

   

1;

  

          

,

3

2

  

  

;

)

2

(

,

2

  

   

0;

  

          

)

(

2

х

если

х

если

x

A

х

если

x

F


Требуется:

1) найти плотность распределения f(x);

2) определить коэффициент А;

3) схематично построить графики функций f(x) и F(x);

4) вычислить математическое ожидание и дисперсию случайной величины Х;

5) определить вероятность того, что Х примет значение из интервала (1; 2,5).
Решение. 1) найдем плотность распределения f(x):
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2) определим коэффициент А из условия:
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Так как все значения данной случайной величины Х заключены в отрезке [2; 3], то
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или
А(3 – 2) – А(2 – 2) = 1, следовательно, А = 1.

3) графиком функции 
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на отрезке [2; 3] является прямая, а вне этого отрезка – ось абсцисс (рис.1).

Графиком функции 
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на отрезке [2; 3] является парабола, а вне этого отрезка слева – ось абсцисс, справа – прямая F(x) = 1 (рис. 2).
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4) Математическое ожидание:
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Дисперсия:
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5) Найдем вероятность того, что Х примет значение из интервала (1; 2,5) по формуле:
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Ответ: А = 1,
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Задача 8. Задана непрерывная случайная величина Х своей плотностью распределения вероятностей f(x):
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Требуется:

1) определить коэффициент А;

2) найти функцию распределения F(x);

3) схематично построить графики функций f(x) и F(x);

4) вычислить математическое ожидание М [Х] и дисперсию D[Х];

5) определить вероятность того, что Х примет значение из интервала (3; 4).

Решение. 1) Определим коэффициент А из условия:
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Так как все значения данной случайной величины Х заключены в отрезке [3; 5], то
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Следовательно, f(x) имеет вид:
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2) Для нахождения функции распределения F(x) воспользуемся равенством:
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если
3 ≤ x ≤ 5,


[image: image2548.wmf]4

9

2

3

4

1

2

9

4

9

2

3

4

1

2

3

4

1

)

3

(

2

1

0

)

(

2

2

3

2

3

3

+

-

=

+

-

-

=

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

=

-

+

=

ò

ò

¥

-

x

x

x

x

t

t

dt

t

dt

x

F

x

x

;

если
x > 5,


[image: image2549.wmf]1

4

18

9

30

25

2

9

4

9

2

15

4

25

2

3

4

0

)

3

(

2

1

0

)

(

5

3

2

5

3

5

3

=

+

-

-

=

+

-

-

=

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

-

=

+

-

+

=

ò

ò

ò

¥

-

t

t

dt

dt

t

dt

x

F

х

.

Искомая функция распределения имеет вид:
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3) Графиком функции f(x) на отрезке [3; 5] является прямая, а вне этого отрезка – ось абсцисс (рис.3).

Графиком функции F(x) на отрезке [3; 5] является парабола, а вне этого отрезка слева – ось абсцисс, справа – прямая F(x) = 1 (рис. 4).
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4) Математическое ожидание:
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Дисперсия:
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5) Найдем вероятность того, что Х примет значение из интервала (3; 4) по формуле:
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Ответ: 
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, P(3 < X < 4) = 0,25.

Задача 9. Нормально распределенная случайная величина Х задана своими параметрами: а=3 (математическое ожидание); σ = 5 (среднее квадратичное отклонение).

Требуется:

а) записать выражение для плотности вероятности и схематично изобразить ее график;

б) определить вероятность того, что Х примет значения из интервала (1; 7);

в) определить вероятность того, что Х отклонится (по модулю) от а = 3 не более, чем на δ = 2.

Решение. а) Нормальный закон распределения характеризуется плотностью:
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Запишем выражение для плотности вероятности с параметрами а = 3 и σ = 5:
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При х = 3 функция f(x) имеет максимум:
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График функции f(x) симметричен относительно прямой х = а = 3.

При х = а ± σ, т.е. при х = 3 ± 5 кривая f(x) имеет перегибы:


[image: image2563.wmf]e

e

f

p

p

2

5

1

2

5

1

)

5

3

(

2

2

5

2

)

3

5

3

(

=

=

±

×

-

±

-

,


[image: image2564.wmf]05
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Схематично строим график f(x) (рис. 5):


[image: image2565]
б) Определим вероятность того, что Х примет значение из интервала (1; 7) по формуле:
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Ф(х) - нечетная функция, т.е. Ф(–х) = –Ф(х).

Значения функции Ф(х) находят из Приложения 2.

Тогда 
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в) Вероятность отклонения Х от математического ожидания а находим по формуле:
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Ответ: Р(1 < X < 7) = 0,4435,

Математическая статистика

Дана двумерная выборка дискретных случайных величин Х и Y (табл. 2):

Таблица 2

	Х
	Y
	Х
	Y
	Х
	Y
	Х
	Y
	Х
	Y

	70
	66
	73
	68
	59
	57
	66
	61
	59
	58

	66
	63
	61
	60
	68
	65
	74
	68
	58
	57

	67
	62
	74
	68
	62
	60
	73
	67
	70
	65

	67
	63
	71
	67
	69
	64
	60
	58
	70
	65

	77
	72
	74
	72
	74
	71
	68
	67
	64
	60

	70
	66
	65
	62
	53
	56
	66
	63
	68
	63

	66
	63
	70
	65
	63
	60
	69
	66
	74
	68

	64
	64
	63
	60
	59
	57
	73
	69
	62
	59

	70
	64
	68
	65
	72
	70
	79
	71
	60
	57

	71
	66
	66
	62
	64
	61
	69
	69
	54
	55

	65
	63
	61
	59
	58
	56
	63
	61
	65
	63

	56
	59
	70
	65
	72
	69
	57
	57
	71
	65

	62
	59
	59
	58
	63
	60
	67
	62
	71
	66

	70
	66
	75
	69
	57
	55
	58
	57
	68
	67

	60
	58
	73
	68
	55
	55
	66
	62
	56
	56

	60
	59
	71
	67
	74
	67
	71
	66
	74
	70

	76
	71
	55
	58
	61
	58
	67
	62
	71
	68

	73
	69
	62
	59
	69
	65
	73
	68
	59
	60

	66
	62
	69
	64
	58
	56
	56
	54
	67
	64

	65
	62
	59
	61
	61
	61
	69
	66
	61
	59


1. Построить вариационные ряды для величин хi.

Решение. Просматривая выборку из Х, находим минимальное значение х = х1 = 53, которое встречается один раз. Следующее большее значение х2 = 54 встречается также один раз. Продолжая просмотр, получим следующий вариационный ряд для Х:

Таблица 3

	хi
	53
	54
	55
	56
	57
	58
	59
	60
	61
	62
	63
	64
	65

	ni
	1
	1
	2
	3
	2
	4
	6
	4
	5
	4
	4
	3
	4

	

	хi
	66
	67
	68
	69
	70
	71
	72
	73
	74
	75
	76
	77
	79

	ni
	7
	5
	5
	6
	8
	7
	2
	6
	7
	1
	1
	1
	1


Делаем проверку: 
[image: image2571.wmf]å
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, т.е. вариационный ряд построен, верно.

2. Составляем интервальный ряд распределения для Х.

По формуле (2.3) найдем длину интервала hх:
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Округляя до ближайшего целого четного числа, получим hx = 4.

Находим начало 1-го интервала хнач.:

хнач = хmin – hx/2 = 53 – 2 = 51.

При таком хнач. конец последнего интервала хкон. совпадает с хmах, поэтому в качестве хнач целесообразно взять значение хнач. = 52, чтобы было xmax < xкон..

Заполняем два первых столбца таблицы 4.

Таблица 4

	Начало интервала

 xi
	Конец интервала xi+ 1
	Середина интервала 
[image: image2573.wmf]i
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	Частота интервала 
[image: image2574.wmf]i
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	Относительная частота интервала 
[image: image2575.wmf]i
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	Теоретическая частота интервала nit

	52
	56
	54
	5,5
	0,055
	4,24

	56
	60
	58
	15,5
	0,155
	11,3

	60
	64
	62
	16,5
	0,165
	20,88

	64
	68
	66
	20
	0,2
	25,45

	68
	72
	70
	24,5
	0,245
	20,69

	72
	76
	74
	15,5
	0,155
	11,17

	76
	80
	78
	2,5
	0,025
	4,03


Находим середины интервалов 
[image: image2576.wmf]i
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 и значения заносим в 3-й столбец таблицы 4.

Из таблицы 3 находим число вариант 
[image: image2577.wmf]i
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, попадающих в каждый интервал, и заносим в 4-й столбец таблицы 4. 

В 5-й столбец таблицы 4 записываем относительные частоты 
[image: image2578.wmf]n
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3. Строим гистограмму интервального распределения Х (рис. 7):


[image: image2579]
Рис. 7

f*(x) и f(x) – эмпирическая и теоретическая кривые плотности вероятности случайной величины Х соответственно.

На основе гистограммы строим график (сплошная линия) эмпирической функции плотности вероятности Х(fэ(х)), плавно обводя вершины прямоугольников.

4. Из гистограммы видно, что модой является середина 5-го интервала, имеющего максимальную частоту. Середина 5-го интервала 
[image: image2580.wmf]0
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 является модой интервального распределения Х.

Срединным интервалом является 4-й интервал, т.к. середина этого интервала 
[image: image2581.wmf]е
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 является медианой интервального распределения Х.

5. По формулам (2.5), (2.6), (2.7) соответственно находим среднее 
[image: image2582.wmf]х

, дисперсию Dx и среднее квадратическое  отклонение (х, используя данные таблицы 2:
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[image: image2585.wmf]873
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По данным таблицы 4 находим выборочное среднее, дисперсию и среднее квадратическое отклонение по формулам (2.8), (2.9), (2.10) соответственно:
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[image: image2587.wmf](
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[image: image2588.wmf].
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6. Доверительный интервал для оценки математического ожидания находим по формулам (2.13)–(2.16). Из таблицы для Ф (х() = 1/2( = 0,45 (Приложение 2) находим:     х( ( 1,645.
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[image: image2590.wmf];
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[image: image2591.wmf](

)

(

)

(

)

.

94

,

66

;

65

971

,

0

97

,

65

;

971

,

0

97

,

65

;

»

+

-

=

+

-

=

e

e

b

x

x

l


Доверительный интервал для оценки дисперсии находим по формулам (2.17), (2.18):


[image: image2592.wmf];
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[image: image2593.wmf](
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7. Используя данные из таблицы 4 и вычисленные значения 
[image: image2594.wmf]в

x

 и (хв, по формуле (2.17) вычисляем теоретические частоты для интервала nit:
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Вычисленные частоты заносим в 6-й столбец таблицы 4.

Значения относительных частот интервалов nit/100 с абсциссами 
[image: image2597.wmf]i

х

~

 заносим на рис.6 и через эти точки проводим теоретическую кривую (штриховая линия). Видно, что ход теоретической кривой качественно совпадает с ходом эмпирической кривой.

8. С помощью критерия согласия Пирсона проверяем гипотезу о нормальном распределении Х. Т.к. имеются частоты с малочисленными интервалами (1-й и 7-й), то объединяем 1-й интервал со вторым, а 7-й - с шестым. Заполняем таблицу 5 для новых частот niэ и kit:

Таблица 5

	niэ
	21
	16,5
	20
	24,5
	18

	kit
	15,54
	20,88
	25,45
	20,69
	15,2


По данным таблицы 5 находим 
[image: image2598.wmf]2
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Находим число степеней свободы k:

k = l – 3 = 5 – 3 = 2.

Для уровня значимости ( = 0,05 и k = 2 из таблицы 5 находим критическое значение 
[image: image2600.wmf].
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 Т.к. 
[image: image2601.wmf]2
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[image: image2602.wmf]2
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 (6 > 5,32), то гипотезу о нормальном распределении Х принимаем.

Аналогичным образом проводим расчеты для выборки Y.

1. Строим вариационный ряд:

Таблица 6

	yi
	54
	55
	56
	57
	58
	59
	60
	61
	62
	63
	64
	65
	66
	67
	68
	69
	70
	71
	72

	ni
	1
	3
	4
	6
	6
	7
	7
	5
	8
	7
	5
	8
	8
	6
	7
	5
	2
	3
	2


2. Составляем интервальный ряд распределения Y.


[image: image2603.wmf];
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Округляя, получим hу = 2.

Начало 1-го интервала:

унач = уmin – hу/2 = 54 – 1 = 53.

Заполняем два первых столбца таблицы 7.

Таблица 7

	Начало интервала

 уi
	Конец интервала уi+1
	Середина интервала 
[image: image2604.wmf]i
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	Частота интервала 
[image: image2605.wmf]i
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	Относительная частота интервала 
[image: image2606.wmf]i

p

~


	Теоретическая частота интервала nit

	53
	55
	54
	2,5
	0,025
	2,63

	55
	57
	56
	8,5
	0,085
	5,57

	57
	59
	58
	12,5
	0,125
	9,67

	59
	61
	60
	13
	0,13
	14,08

	61
	63
	62
	14
	0,14
	16,93

	63
	65
	64
	12,5
	0,125
	16,82

	65
	67
	66
	15
	0,15
	13,93

	67
	69
	68
	12,5
	0,125
	9,53

	69
	71
	70
	6
	0,06
	5,4

	71
	73
	72
	3,5
	0,035
	2,54


Находим середины интервалов и заполняем 3-й столбец таблицы 7.

Используя таблицу 6, заполняем 4-й столбец таблицы 7.

В 5-й столбец таблицы 7 заносим относительные частоты 
[image: image2607.wmf]n
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3. Строим гистограмму интервального распределения Y (рис. 8):


[image: image2608]
Рис. 8

f*(у) и f(у) – эмпирическая и теоретическая кривые плотности вероятности случайной величины Y соответственно.

По гистограмме строим график эмпирической функции плотности вероятности Y(fэ(y)).

4. Из гистограммы видно, что модой является середина 7-го интервала, т.е. 
[image: image2609.wmf]67
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 можно считать модой М0 интервального распределения Y.

Верхняя граница 5-го интервала является медианой интервального распределения, т.е. Ме = 63.

5. Находим 
[image: image2610.wmf]у
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[image: image2612.wmf](
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[image: image2613.wmf]53
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Находим 
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[image: image2616.wmf](
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[image: image2617.wmf].
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6. Находим доверительный интервал для оценки математического ожидания:

Ф(у() = 1/2( = 0,45; у( ( 1,645.


[image: image2618.wmf];
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[image: image2619.wmf];
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[image: image2620.wmf](
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Находим доверительный интервал для оценки дисперсии:


[image: image2621.wmf];
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[image: image2622.wmf](
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7. Используя данные из таблицы 6 и вычисленные значения 
[image: image2623.wmf]в
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 и (ув, по формуле (2.17) вычисляем теоретические частоты для интервала nit  и заносим в 6-й столбец таблицы 7.

Значения относительных частот интервалов nit/100 с абсциссами 
[image: image2624.wmf]i
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 заносим на рис.8 и через эти точки проводим теоретическую кривую (штриховая линия). Видно, что ход теоретической кривой качественно совпадает с ходом эмпирической кривой.

8. С помощью критерия согласия Пирсона проверяем гипотезу о нормальном распределении Y. Т.к. имеются малочисленные интервалы (1, 10-й для эмпирической частоты и 1, 2, 10-й для теоретической частоты), то объединяем 1-й интервал со вторым, а 10-й с 9-ым. Заполняем таблицу 8 для новых частот 
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Таблица 8
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	11
	12,5
	13
	14
	12,5
	15
	12,5
	9,5
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	8,2
	9,67
	14,08
	16,93
	16,82
	13,93
	9,53
	7,94


По данным таблицы 8 находим 
[image: image2629.wmf]2
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Находим число степеней свободы k:
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Для уровня значимости ( = 0,05 и k = 5 из Приложения 3 находим критическое значение 
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 (11,1 ( 4,8), то гипотезу о нормальном распределении принимаем.

9. Строим корреляционную таблицу (табл. 9). В 1- й столбец таблицы заносим 
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y
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, а в 1– ю строку 
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x

~

. Для упрощения нахождения величин 
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n

указываем также начало и конец каждого интервала.

Таблица 9
	Х

Y
	54
52 - 56
	58
56 - 60
	62
60 - 64
	66
64 - 68
	70
68 - 72
	74
72 - 76
	78
76 - 80
	ny

	54

53 – 55
	1,5
	1
	
	
	
	
	
	2,5

	56

55 – 57
	2,5
	5,75
	0,25
	
	
	
	
	8,5

	58

57 – 59
	1,25
	6,25
	5
	
	
	
	
	12,5

	60

59 – 61
	0,25
	2
	9,5
	1,25
	
	
	
	13

	62

61 – 63
	
	0,5
	1,25
	12
	0,25
	
	
	14

	64

63 – 65
	
	
	0,5
	5,25
	6,75
	
	
	12,5

	66

65 – 67
	
	
	
	1
	13
	1
	
	15

	68

67 – 69
	
	
	
	0,5
	3,25
	8,75
	
	12,5

	70

69 – 71
	
	
	
	
	1,25
	4
	0,75
	6

	72

71 – 73
	
	
	
	
	
	1,75
	1,75
	3,5

	nx
	5,5
	15,5
	16,5
	20
	24,5
	15,5
	2,5
	n = 100


Заполнение таблицы начнем с клетки в верхнем левом углу. Просматривая в табл. 2 значения Х, попадающие в 1-й интервал для Х, подсчитываем число значений Y сопутствующих этим значениям Х и попадающих одновременно в 1- й интервал для Y. Варианты, попадающие на границы интервалов, с весом 0,5 учитываем как для рассматриваемого интервала, так и для соседнего. Если в рассматриваемой паре (х, у) и х, и y попадает на границу своего интервала, то эта пара заносится в соответствующие клетки с весом 0,25.

После заполнения всех клеток делаем проверку:
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10. Заполненные клетки в табл. 9 группируются около главной диагонали. Это говорит о том, что связь между Х и Y можно считать линейной.

В предположении линейной корреляции между Х и Y по формуле (2.21) находим выборочный коэффициент корреляции rв:
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+ 60 · 0,25) + 58(54 · 1 + 56 ·5,75 + 58 · 6,25 + 60 · 2 + 62 · 0,5) + 62(56 · 0,25 + 58 ·5 +  +60 · 9,5 + 62 · 1,25 + 64 · 0,5) + 66(60 · 1,25 + 62 · 12 + 64 · 5,25 + 66 · 1 + 68 · 0,5) + 

+ 70(62 · 0,25 + 64 · 6,75 + 66 · 13 + 68 · 3,25 + 70 · 1,25) + 74(66 · 1 + 68 · 8,75 +    +70·4+72 · 1,75) – 100 · 65,96 · 62,96} ≈ 0,934.

11. Выборочные прямые регрессии Y на Х и Х на Y находим соответственно по формулам (2.22) и (2.23):
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или
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12. На корреляционное поле наносим точки заданной выборки и строим линии регрессии Y на Х и Х на Y (рис. 9).


[image: image2643]
Рис. 9

1 – линия регрессии Y на Х;

2 – линия регрессии Х на Y.
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